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Le haut-parleur électrodynamique est un systetme multi-physique passif. Sa modélisation est en premicre
approximation bien établie et décrite par le modele linéaire de Thiele et Small. Toutefois, la pratique expérimentale
montre plusieurs limites séveres de ce modele : suspension non linéaire raidissante, phénomenes magnétiques non
linéaires, effets hystérétiques ou de mémoire longue, etc. De nombreux travaux visent a modéliser ou identifier ces
phénomenes complexes via des méthodes adéquates et parfois sophistiquées.

Cet article s’intéresse a ces questions en se focalisant sur le cas d’une suspension non linéaire simple. Un modele
passif énergétiquement bien posé est introduit, a partir duquel une représentation d’état est déterminée. Sa relation
entrée-sortie est alors résolue en série de Volterra, et les noyaux de la série sont calculés analytiquement. Ces
résultats sont utilisés pour examiner le comportement non linéaire du systeme. En particulier, les noyaux de Volterra
admettent une structure spécifique mais non diagonale. On montre que celle-ci ne permet pas de recourir a des
méthodes d’identification robustes, telles que celles adaptées aux structures de type Hammerstein ou Wiener-
Hammerstein. Une discussion sur I’élaboration de méthodes d’identification adaptées propose alors quelques pistes

a explorer, pour lesquelles les résultats de cet article serviront de base de test.

1 Introduction

Le haut-parleur est un systeme multi-physique qui inclut
des phénomenes non linéaires, qu’il peut étre intéressant
de modéliser ou d’identifier dans un but d’analyse et
de caractérisation ou pour élaborer des correcteurs et
asservissements qui compensent les distorsions.

Les séries de Volterra donnent une représentation exacte
des systemes a non-linéarité réguliere, autour d’un point
d’équilibre et dans un domaine de convergence. Cette
représentation fournit une généralisation bien posée de la
notion de réponse impulsionnelle dans le domaine temporel
(noyaux convolutifs a plusieurs variables) et de la notion de
fonction de transfert dans le domaine spectral (noyaux de
transfert dans le domaine de Fourier ou Laplace).

Comme dans le cadre linéaire, ces noyaux renseignent
sur la nature du systeme (causalité, stabilité, résonances, etc)
et en permettent son analyse. Toutefois, 1’identification de
ces noyaux est un probleme difficile a cause du nombre de
variables dont ils dépendent : ce nombre correspond a 1’ordre
homogene de la non-linéarité représentée par chacun d’eux.

Pour cette raison, des versions structurées (structures
de Hammerstein, Wiener ou Wiener-Hammerstein) sont
parfois fixées comme cadre d’étude car elles réduisent
considérablement la difficulté. Ceci permet de concevoir des
méthodes d’identification robustes (voir par exemple
[1, 2, 3] pour une structure dite de “Hammerstein
généralisée” et [4, 5] pour des structures de Wiener et
Wiener-Hammerstein).

Lutilisation de ces approches posent alors la question
suivante : ces versions structurées sont-elles adaptées au
systeme physique étudié ? Dans le cas contraire, peut-on
définir une structure particulieére adaptée que 1’on pourrait
exploiter dans la conception d’une méthode d’identification
robuste ?

Cet article répond a ces questions pour le cas d’un
modele de haut-parleur électrodynamique a suspension
non linéaire. A partir d’'un modele paramétrique et de sa
représentation d’état entrée-sortie, les noyaux de Volterra
sont calculés analytiquement. Ces noyaux font apparaitre
une structure que 1’on compare a celles mentionnées ci-avant
et pour laquelle des pistes pour la conception d’identification
adaptée sont discutées.

Larticle est organisé comme suit : la section 2 décrit
le modele de haut-parleur; le formalisme des séries de
Volterra est présenté dans la section 3, ainsi que la structure
des noyaux de transfert déduite de la représentation d’état;
I’expression et le calcul des noyaux de Volterra pour le

modele choisie est donnée dans la section 4 ; enfin, la section
5 discute des perspectives pour I’identification.

2 Modele passif de haut-parleur avec
suspension faiblement non-linéaire

Le haut-parleur électrodynamique (Figure 1) est composé
d’une membrane mise en mouvement sous 1’action des forces
de Laplace, dues a la variation de la tension aux bornes d’une
bobine plongée dans un champ magnétique généré par un
aimant permanent.

Circuit
Magnétique

Bobine

Aimant Suspension
permanent

FiGure 1 — Schéma structurel d’un haut-parleur
électrodynamique

Dans cette section, nous présentons le modele linéaire
puis intégrons un comportement non linéaire de la
suspension et donnons une représentation d’état du systeme
complet.



2.1 Modéele de Thiele & Small

On considere un haut-parleur linéaire décrit par modele
de Thiele & Small [6, 7] et les équations suivantes :

di(r) dé(r)

u(t) = Rei(t) + Lo — = + Bl — = (1a)
e den)
My — = = BLID) = Ry = = Knl(1) (1b)

ol (la) est I’équation électrique provenant des lois de
Kirchoff et (1b) est I’équation mécanique provenant de
I’application du principe fondamental de la dynamique a
la membrane ; i(f) est le courant dans la bobine (A), u(f) la
tension d’entrée (V), £(¢) la position de la membrane (m) tel
que ¢ = 0 repere la position d’équilibre, Bl > 0 le facteur
de force de Laplace (NA~! = Tm), R. > 0 la résistance
électrique du fil de la bobine (2), L. > 0 l’inductance
de la bobine (H), M;, > 0 la masse de charge acoustique
équivalente (kg), R, > 0 Dl'amortissement mécanique
(Nm~'s) et K, > 0 la raideur mécanique de la membrane
(Nm™"). Pour alléger la notation, la dépendance en ¢ sera
omise dans le reste de I’article.

2.2 Suspension non linéaire énergétiquement
bien posée

Dans cet article, on se concentre sur 1’effet d’une
suspension (incluant le spider) non linéaire.

Dans le modele de Thiele & Small, la suspension est
représentée par un ressort linéaire. Cet élément stocke
une énergie potentielle E.(£) = %52 > 0 de laquelle
dérive la loi constitutive gouvernant la force de rappel
F (0) = dE(£)/df = Kt.

Ici, on propose d’incorporer un effet raidissant et
dissymétrique avec un modele polynomial d’ordre
minimal. Pour cela, la force de rappel est modélisée
par un polynome d’ordre 3 en fonction de 1’élongation
F.(£) = dE()/dC = Z?:l k;¢" (nulle a I’équilibre) qui dérive
de I’énergie potentielle (egalement nulle a I’équilibre)

E.(0) = 24“ "i—i‘ff.

1
i=1

La positivité de I’énergie et I’effet raidissant apportent les
conditions suivantes a respecter sur les coefficients :

k] >0
k3 >0 )

kol < /3kiks

2.3 Passage a une représentation d’état

Considérons 1’état x = [i ¢ d(t’)/dt]T caractérisant
notre haut-parleur. En prenant la force de rappel non linéaire
décrite précédemment, le systtme d’entrée u et de sortie i
décrit par les équations (1a) et (1b) peut s’écrire :

r = Ax+ Bu+ My(x,x)+ Msy(x, x,x)
i = Czx )

ou & désigne la dérivée temporelle de x, et avec :

I 0 A 1
A=| 0 0 1 | B= lg,c:[l 0 0
Bl ki Ra .

My My My

et ou M,y et Mz, sont des fonctions multilinéaires en x
telles que :

0
Myy(a,b)=| O (4a)
»—kzazbz

0
M;o(a, b, c) = 0 (4b)
»—k3a2b2C2

3 Séries de Volterra

3.1 Définitions

Le formalisme mathématique des séries de Volterra
[8] permet une représentation, dans un certain rayon de
convergence, de tout systeme non-linéaire ne comportant ni
phénomene d’hystérésis ou de chaos. Cette représentation
peut se voir comme une extension de la définition
de convolution aux différents ordres de non-linéarités
homogenes.

Définition 3.1. Un systeme causal invariant dans le temps,
d’entrée u(f) et de sortie y(f), est définie par la série de
Volterra {h,},>; si V1,

y(t) = Zf hy(ty,...,t)ult—711) - -ult—7,) dry---dr,
n=1 YR

Tout comme pour la réponse impulsionnelle d’un
systeme linéaire, il est possible de travailler dans le domaine
fréquentiel a I'aide ici d’une transformée de Laplace
multivariable.

Définition 3.2. Le noyau de transfert H,(si,...,s,) est
définie comme la transformée de Laplace multivariable
monolatéral du noyau h,(ty,...,T,), ce qui s’ écrit

Hn(slzn) = f hn(TI:n)é'_(slTl + .o 4 SnTn)dTl e dTn
R”

+

ou (s1.,) désigne (sy, ..., s,) et (11.,,) désigne (11, ...,T,).

3.2 Non-unicité des noyaux

En effectuant un échange entre deux variable 7; et 7}, il
est facile de montrer que la définition d’un noyau h,(7y.,)
n’est pas unique. Mais il est possible de définir des classes
de noyaux unique (noyaux triangulaires, noyaux réguliers,
...). Dans cet article, nous ne nous intéresserons qu’au cas
des noyaux symétriques.

Définition 3.3. Un noyau de transfert H, est symétrique
si, pour toute permutation 7 € P(n), H,(Sx1ys---» Sz(1)) =
Hn(sl, e sn)

Théoreme 3.1. Soit H, un noyau de transfert. Sa version
symétrique est donnée par

1
SYMIH, (s1) = — > Hulsxe-oa5:)  (5)
* neP(n)
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FiGure 2 — Structure par bloc du systéme donnant 1’état « a partir de I’entrée w décrit en (8) pour la représentation d’état
générale contenant tout les M, (x, ..., u), tronqué a I’ordre 3

Cet opérateur de symétrisation s’applique également aux
noyaux temporels h,(7y, ..., T,).

3.3 Structuration des noyaux pour un systéme
faiblement non-linéaire

Représentation d’état
Soit un systeme faiblement non linéaire et causal d’entrée
U etde sortie Y. Il peut alors étre décrit par sa représentation
f(x.0)

d’état :
X
Y g(X.U)

ot f: (XU Xetg: (X,U) — Y sont des fonctions
analytiques, avec U, X et Y les domaines respectifs de U, de
I'état X etde Y.

Alors, en écrivant f et g selon leur développement en série
de Taylor multivariable (dérivation de Fréchet) , (6) peut se
réécrire :

X=AX+BU+ ) My(X,. .. XU, U)
| S S

(6)

(p.g)eN? p q
2<p+q
Y=CX+DU+ ) Np(X,...X,U..U)
~————— ———
(p.q)EN? P q
2<p+q

@)
avec A, B, C et D les matrices caractérisant la partie
linaire de la représentation d’état, correspondant
respectivement aux termes Mo et My de la décomposition
de f et Ny, et Np; de la décomposition de g.

Structure déduite

Soit un systeme d’entrée U et de sortie X décrit par la
premicre ligne de 1’équation (7). En utilisant la méthode
du systeme annulateur décrite dans [9], on montre que les
noyaux de transferts de ce systeme s’écrivent :

Hn(slzn) = W(m)Rn(Slzn) (8)

Ol 51y = S1+- - 455, et avec W(s) = (sI — A)~", I la matrice
identité, Ri(s1) = BetVn>2:

Ro)= Y

(p.eN* ke
2<p+qsn kit-+k,=n—q

Mpq(l'll<l (Sl;k]), Hk2(5k1+1:k|+k2), ey 1, ey 1 )
2
q

Cette écriture revient a modéliser le systeme par la structure
décrite en Figure 2 (pour un systeme d’ordre maximal 3);
on y remarque que chaque ordre homogene de non-linéarité
hérite du méme filtre W. De plus, cette structure est tres facile
a mettre en place pour une simulation numérique, puisqu’elle
ne consiste qu’en une succession du filtre W et des fonctions
multilinéaires M, qui sont des non-linéarités statiques.

Le cas du systeme d’entrée U et de sortie Y peut se
généraliser a partir de (8). En effet, les deux équations du
systeme (7) suivent la méme combinatoire, mais la deuxieéme
ne comporte pas de mémoire (i.e. de filtre). Dans le cas
courant ou g (X (¢), U(t)) = C X (e.g. pour notre modele de
haut-parleur), alors les noyaux d’un tel systeme se déduisent
simplement et sont de la forme C' H,(s}.,).

Parametres Valeurs
Bl 2,99 NAT
R, 5,7Q
L, 1,1-10°'H
M, 1,9-1073 kg
R, 4,06-107" Nm™'s
K, 1,838-10> Nm™!

TaBLEAU 1 — Parametres Thiele & Small du haut-parleur
SICA 3L 0, 8 SL 8Q modele Z000900, donnés par le
constructeur
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Ficure 3 — Comparaison du terme de force de rappel dans le
cas d’une raideur linéaire (trait discontinu) et dans le cas de
notre modele de raideur raidissante (trait plein)

4 Expression et calcul des noyaux de
Volterra

4.1 Expression en séries de Volterra

A partir de la représentation d’état donné en (3) et de la
formule générale (8), et en remarquant que les opérateurs
My, et M3, sont symétriques, il est possible d’avoir une
formule analytique des premiers noyaux de Volterra de notre
modele de haut-parleur dans leur forme symétriques. Nous
présentons les deux premiers noyaux de transfert :

Hi(s;) = CW(s;) B (%a)
Hy(s12) = C W(512) Mao(W(s))B, W(s2)B) ~ (9b)

ot W(s) = (sI — A)! est connue et A, B, C et My, sont
données dans la section 2.3. Il est intéressant de remarquer
que ce systéme suit bien la structure donné en Figure 2,
mais d’une complexité moindre puisque seuls les termes
My et M3, sont non nuls. De plus, on remarque aisément
que cette structure ne peut se ramener a une écriture de type
Hammerstein ou Wiener-Hammerstein.

Etant donné que la tension est considérée comme
I’entrée et le courant pour la sortie, les noyaux H, sont du
type admittance. Comme il est plus standard de présenter
I’impédance lorsque I’on travaille sur le haut-parleur, nous
donnons aussi les noyaux Z, de type impédance. La méthode
de passage d’une série de Volterra a son inverse (en terme
d’entrée/sortie) est donné en Annexe.

1
Z(s1) = W (10a)

C W(513) Mayo(W(s1)B, W(s2) B)

20512) = e B C WisH) BYC W) B)

(10b)

4.2 Calcul des noyaux

La méthode est testée sur 1’étude d’un haut-parleur SICA
Z000900. Ses parametres Thiele & Small linéaires données
par le constructeur sont rappelés dans le Tableau 1. Les
parametres k; qui modélisent la force de rappel non linéaire

ont été choisis arbitrairement comme suit :

k = K,
k= -2-10K,,
ks =3-10°K,,

On peut aisément vérifier que ces choix respectent les
conditions de stabilité énoncées en (2). La Figure 3 illustre la
différence entre la force de rappel venant du modele linéaire
de Thiele & Small avec celle de notre modele de suspension
non-linéaire.

L’amplitude et la phase des 2 premiers noyaux de
transferts Z, de ce haut-parleur, pris sur I’axe de Fourier
(i.e. s; = j2nf;), sont données en Figure 4. On remarque
clairement sur le noyau d’ordre 1 la résonance vers 100 Hz,
typique d’un haut-parleur de cette dimension. De plus, on
peut vérifier que le noyau d’ordre 2 est bien symétrique par
rapport aux deux variables fréquentielles.

5 Perspectives pour I’identification

Comme le montre la Figure 2, la structure déduite de (8)
est particuliere.

Premiérement, on peut remarquer que, bien qu’on ait
a faire a une structure par bloc ol les filtres et les non-
linéarités sont séparées, cette structure ne peut se ramener
a un schéma-bloc de type Hammerstein, Wiener, ou méme
Wiener-Hammerstein généralisée pour laquelle le noyau
de Volterra d’ordre n correspond a la cascade d’un filtre
linéaire, d’une mise a la puissance n de sa sortie et d’un
autre filtre en aval.

Deuxiemement, I’élément structurel important a noter est
la présence d’un seul filtre (ou plus exactement une seule
matrice M X M de filtres ou M est la dimension de 1’état).

Troisiemement, en plus d’exploiter le méme filtre, chaque
ordre n hérite de signaux générés aux ordres inférieurs.

Ainsi, le partage d’un méme élément structurant a tous
les ordres (le filtre) et 1’héritage arborescent des ordres
inférieurs vers les ordres supérieurs donnent des contraintes
qui réduisent significativement la combinatoire.

La perspective émise ici est de travailler d’une part
sur I’exploitation de cette réduction combinatoire dans
I’élaboration d’une méthode d’identification, et d’autre part,
sur la mise en place d’estimateurs de formes paramétriques
pour une dimension d’état M fixée.

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons introduit un modele de
haut-parleur passif a suspension non linéaire pour lequel
la force de rappel suit une loi raidissante, polynomiale,
énergétiquement bien posée, y compris pour des conditions
ou la loi est dissymétrique. De plus, les noyaux de Volterra
de ce systeme ont été calculés. Une structure en schéma-bloc
séparant les effets de mémoire et de non-linéarités a aussi
été proposée, avec des perspectives pour I’identification des
noyaux de Volterra.

De prochains travaux porteront sur 1’élaboration d’une
méthode d’identification exploitant les propriétés de cette
structure.
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FiGure 4 — Noyaux de transfert d’impédance d’ordre 1 et 2 données par (10a) et (10a) pour le haut-parleur SICA Z000900

Annexe

Soit F, les noyaux de transferts du systeme d’entrée u et
de sortie y. On souhaite trouver les noyaux G, du systeme
inverse, d’entrée y et de sortie u. Pour cela, considérons le
systeme d’entrée u et de sortie u constitué de la cascade
des noyaux F, et G,. Alors, en notant H,, ses noyaux et en
utilisant la formule de cascade des séries de Volterra, on a
Vn :

Hn(S1:n)=Z Z Fi,(S1:i1)'"Fi,,(Si,+~--+i,,,1+1:n)

p=1 i+ +ip=n
ifenip21

_ —_—
~Gp(s1:[| PR si1+~-+ip_|+1:n)

ol §1p =S+ + Sy

De plus, les noyaux H, sont ceux du systeme identité ; donc,
en Laplace, H;(s;) = 1 et H, = 0 pour n > 2. Alors :
Pourn=1:

1 = Fi(s1)G(s1)

Gi(s1) = Fion

Pourn=2:
0 = Fa(s1,52)G1(s1 + 52) + F1(s1)F1(52)G2(51, 52)
Fa(s1,52)G1(s1 + 52)
Fi(sDF1(s2)

B Fy(s1, 52)
Fi(sDF1(s2)F1(s1 + 52)

Gy(s1,82) = —

Go(s1,82) =

Les formules des ordres supérieurs se déduisent par itération
successive de la méme méthode pour chaque ordre n.
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