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Objectif

1. Modèles physiques passifs

Respectent un principe physique: le bilan de puissance.

Stabilité garantie.

2. Structure stable par interconnexion

Système global passif pour un dictionnaire de composants passifs.

Systématisation des processus de modélisation et simulation.

3. Méthode numérique préservant la passivité

Aucune énergie n’est créée dans le système au cours des simulations.

Simulations stables (la puissance fournie est finie).

Un formalisme dédié: Les Système Hamiltoniens à Ports (SHP)
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Plan
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2 Génération automatique

3 Le Haut-parleur électrodynamique
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Structure Passive

Un SHP est un système physique à représentation d’état
structurée selon les échanges de puissance.

a

Fk F a

F uFm

k

m

x
s1

x1,h1

xnS , hnS

d 1

d 2

d nD

s2

snP

x2,h2

Énergie stockée (cas monovariant)
E = H(x) =

∑nS
n=1 hn(xn) ≥ 0

(hn def. positive et convexe)

Variation d’énergie: 〈effort,flux〉
dE
dt = ∇Hᵀ · dx

dt =
∑nS

n=1
dhn
dxn
· dxndt

Puissance dissipée: 〈effort,flux〉
D = z(w) ·Tw =

∑nD
n=1 zn(wn)·wn ≥ 0

Puissance externe: 〈effort,flux〉
P = uᵀ ·y =

∑nP
n=1 un ·yn
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Structure Passive

Un SHP est un système physique à représentation d’état
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Énergie stockée (cas monovariant)
E = H(x) =

∑nS
n=1 hn(xn) ≥ 0
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Structure Passive

Un SHP est un système physique à représentation d’état
structurée selon les échanges de puissance.

a

Fk F a

F uFm
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u1, y1

x1,h1

xnS , hnS

w2, z2

u2, y2
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Le bilan de puissance
dE
dt = −D + P
se réécrit
∇Hᵀ · dx

dt = −z(w) ·Tw + uᵀ ·y
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Structure Passive

Structure des systèmes Hamiltoniens à Ports:

b =


dx
dt

w
−y

=

 Jx −K Gx

Kᵀ Jw Gw

−Gᵀ
x −Gᵀ

w Jy

 .

∇H(x)

z(w)

u

 = J · a ,

avec Jx , Jw , Jy et donc J des matrices anti-symétriques: Jᵀ = −J

a

Fk F a

F uFm

k

m

x
u1, y1

x1,h1

xnS , hnS

w2, z2
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dx
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−y
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 Jx −K Gx

Kᵀ Jw Gw

−Gᵀ
x −Gᵀ

w Jy

 .

∇H(x)

z(w)

u

 = J · a ,

avec Jx , Jw , Jy et donc J des matrices anti-symétriques: Jᵀ = −J

Encode le bilan de puissance:

∇Hᵀ· dx

dt︸ ︷︷ ︸
dE
dt

+ z(w)ᵀ.w︸ ︷︷ ︸
D≥0

− uᵀ.y︸︷︷︸
P

= aᵀ · b

= aᵀ · J · a = 0

.

Système passif d’état x

Énergie H ≡ Fonctionnelle de Lyapunov (stabilité/contrôle)
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Structure Passive

Exemple: Oscillateur mécanique amorti excité par une force

Structure des systèmes Hamiltoniens à Ports:

b =

 dx
dt

w
−y

=

 Jx −K Gx

Kᵀ Jw Gw

−Gᵀ
x −Gᵀ

w Jy

.
∇H(x)

z(w)

u

= J · a

Les composants (convention récepteur)

Composant Variable Fonction Flux Effort ↑↓

x1 = qté de mvt h1(x1) =
x2

1
2m

v1 = dh1
dx1

F1 = dx1
dt

↑
x2 = élongation h2(x2) = k

2
x2

2 v2 = dx2
dt

F2 = dh2
dx2

↑

w3 = vitesse z3(w3) = a · w3 v3 = w3 F3 = z3(w3) ↑
Excitation � � v4 = −y4 F4 = u4 ↓
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Exemple: Oscillateur mécanique amorti excité par une force

Que vaut a ? dx
dt

w
−y
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Kᵀ Jw Gw

−Gᵀ
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w Jy
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u


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dh1

dx1
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2 v2 = dx2
dt
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dh2
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Exemple: Oscillateur mécanique amorti excité par une force

Que vaut J ?

1 RFD 
F1

v2

v3

−v4
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0 −1 −1 +1
. . . .

. . . .

. . . .

 .
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Structure Passive

Exemple: Oscillateur mécanique amorti excité par une force

Que vaut J ?
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Structure Passive

Réduction de la structure dissipative linéaire

Partition de z avec zL une matrice diagonale et zN la collection de
fonctions non-linéaires.

w =

(
wL

wN

)
, z(w)=

(
zL ·wL

zN(wN)

)
,

K=

(
KL

KN

)
, Gw =

(
GL

GN

)
, Jw =

(
JLL −KLN

KLN
ᵀ JNN

)
.

Nouvelle structure

L=(KL
ᵀ,−KLN,−GL) et M=

(
zL

−1− JLL

)−1

J̃ =

 Jx −KN −Gx

KN
ᵀ JNN −GN

Gᵀ
x GN

ᵀ Jy

− 1
2 Lᵀ · (M−Mᵀ) · L

R = 1
2 Lᵀ · (M + Mᵀ) · L.
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Structure Passive

Réduction de la structure dissipative linéaire

Système Hamiltonien à ports réduit ∂tx

wN

−y


︸ ︷︷ ︸

bN

=
(

J̃− R
)
·

 ∇H(x)
zN(wN)

u


︸ ︷︷ ︸

aN

(1)

Interprétation

J̃→ interconnexion conservative,

R→ interconnexion résistive.
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Méthode numérique

Méthode numérique préservant la passivité

10 / 79



Systèmes Hamiltoniens à Ports Méthode numérique

Méthode numérique préservant la passivité

Objectif: Garantir un bilan de puissance à temps discret

δE

δT
[k] = P[k]−D[k]

Choix: δE [k]
δT = E [k+1]−E [k]

δT = H(x[k+1])−H(x[k])
δT

Cas Monovariant: E [k+1]−E [k]
δT =

∑
s
hs(xs [k+1])−hs(xs [k])

xs [k+1]−xs [k] · xs [k+1]−xs [k]
δT

Solution:

dx
dt −→ δx[k]

δT = x[k+1]−x[k]
δT

∇H(x) −→ ∇dH
(
x[k], δx[k]

)
, gradient discret

avec [
∇dH

(
x, δx

)]
s

=
hs
(
[x + δx]s

)
− hs

(
[x]s
)

[δx]s
−→

[δx]s→0

dhs
dxs

(xs).
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Méthode numérique

Méthode numérique préservant la passivité

Solution

dx
dt −→ δx[k]

δT = x[k+1]−x[k]
δT

∇H(x) −→ ∇dH
(
x[k], δx[k]

)
, gradient discret

SHP discret
δx[k]
δT

w[k]

−y[k]

=

 Jx −K Gx

Kᵀ Jw Gw

−Gᵀ
x −Gᵀ

w D

 .

∇dH
(
x[k], δx[k]

)
z(w[k])

u[k]

 .

Cette méthode préserve la structure du SHP original,
donc la passivité à temps discret.
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Méthode numérique

Comparaison de quelques méthodes numériques

Système conservatif: ∂tx(t) = J∇H
(
x(t)

)
Méthodes numériques

Euler implicite: xk+1 = xk + TJ∇H(xk+1)

Méthode du trapèze: xk+1 = xk + TJ∇H(xk )+∇H(xk+1)
2

Point milieu: xk+1 = xk + TJ∇H
(

xk+xk+1

2

)
Gradient discret: xk+1 = xk + TJH(xk+1)−H(xk )

xk+1−xk

Pour les systèmes linéaires ∇H(x) = Qx

Méthode du trapèze ≡ Point milieu ≡ Gradient discret:

xk+1 = xk +
T

2
JQ(xk+1 + xk)
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Méthode du trapèze: xk+1 = xk + TJ∇H(xk )+∇H(xk+1)
2

Point milieu: xk+1 = xk + TJ∇H
(

xk+xk+1

2

)
Gradient discret: xk+1 = xk + TJH(xk+1)−H(xk )

xk+1−xk

Pour les systèmes non-linéaires

Méthode du trapèze 6= Point milieu 6= Gradient discret
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Méthode numérique

Expérience numérique

H1(x1) ≡ log(cosh(x1)) et H2(x2) ≡ cosh(x2)− 1
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Application: Le Fender Rhodes

Application: Le Fender Rhodes
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Application: Le Fender Rhodes

Système considéré

Marteau H: Contact non-linéaire

Poutre B: Résonateur amorti (dimension infinie)

Capteur P: Transducteur mécano-magnéto-électrique
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Application: Le Fender Rhodes

Objectif

Simulation temps-réel et stable,

Entrée: force sur le marteau,

Sortie: tension électrique.
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Application: Le Fender Rhodes

Approche par les systèmes Hamilotniens à ports

1 Modèles passifs des éléments (H, P et B) en dimension finie,

2 Connexion conservative ⇒ Système global passif,

3 Méthode numérique préservant la passivité ⇒ Simulations stables.
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Application: Le Fender Rhodes

Marteau H
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Application: Le Fender Rhodes

Marteau H
Modèle disponible pour la dynamique

mh∂
2
t qh = −Fk(c)− Fα(c) + FH

écrasement du feutre c(δq) = max(δq + lh, 0); δq(t) = qh(t)− qb(t)

Force de rappel non-linéaire Fk(c) = khc
β

Amortissement non-linéaire Fα(c) = αh∂t(c
β)
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mh∂
2
t qh = −Fk(c)− Fα(c) + FH

écrasement du feutre c(δq) = max(δq + lh, 0); δq(t) = qh(t)− qb(t)

Force de rappel non-linéaire Fk(c) = khc
β

Amortissement non-linéaire Fα(c) = αh∂t(c
β)

Système Hamiltonien à ports

Variable Fonction Flux Effort

mh x1 = mh∂tqh h1(x1) =
x2

1
2mh

v1 = dh1
dx1

F1 = dx1
dt

kh x2 = δq h2(x2) = kh
(β+1)c(x2)β+1 v2 = dx2

dt F2 = dh2
dx2

αh w3 = ∂t(δq) z3(w3, x2) = αh
β c(x2)β−1w3 v3 = w F3 = z3

FH � � v4 = −y4 F4 = u4

∂tqb � � v5 = u5 F5 = −y5
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Marteau H

Système Hamiltonien à ports

Variable Fonction Flux Effort

mh x1 = mh∂tqh h1(x1) =
x2

1
2mh

v1 = dh1
dx1

F1 = dx1
dt

kh x2 = δq h2(x2) = kh
(β+1)c(x2)β+1 v2 = dx2

dt F2 = dh2
dx2

αh w3 = ∂t(δq) z3(w3, x2) = αh
β c(x2)β−1w3 v3 = w F3 = z3

FH � � v4 = −y4 F4 = u4

∂tqb � � v5 = u5 F5 = −y5

Structure

Jx =

(
0 −1
1 0

)
, K =

(
1
0

)
, Gx =

(
1
−1

)
Jw = 0, Gw = 0, Jy = 0
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Application: Le Fender Rhodes

Poutre B
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Application: Le Fender Rhodes

Poutre B

Modèle d’Euler-Bernoulli pour le déplacement transverse q(z , t)

ρ∂2
t q(z , t) + α∂tq(z , t) + κ∂4

zq(z , t) = F (z , t) = ω(z)f (t)

avec ρ, κ et α définis par unité de longueur,
ω(z) = 1

ah
1(z − zh)[−ah/2,+ah/2].

Conditions initiales

q(z , 0) = 0 et ∂tq(z , 0) = 0

Conditions frontière

1 pas de déplacement de la base q(0, t) = 0,

2 pas de fléchissement à la base ∂zq(0, t) = 0,

3 pas de moment fléchissant à l’extrémité ∂2
zq(1, t) = 0,

4 pas de cisaillement à l’extrémité ∂3
zq(1, t) = 0.
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Application: Le Fender Rhodes

Poutre B

Projection sur la base orthonormée des modes propres Ψ = (ψ1, . . . , ψM)ᵀ

Ω = (ω1, . . . , ωM)ᵀ = 〈ω,Ψ〉
qB = (q1, . . . , qM)ᵀ = 〈q,Ψ〉
Pour le produit scalaire standard sur L2(0, lb): 〈f , g〉 =

∫ lb
0 f (z)g(z)dz

Modèle réduit d’état xB = (qB, ρ∂tqB)ᵀ:

∂txB =

(
0 1

ρ Id

−κL −α
ρ Id

)
xB +

(
0
Ω

)
f ,

L = diag(k4
1 , . . . , k

4
M) pour les km vérifiant cos kmlb cosh kmlb + 1 = 0
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Application: Le Fender Rhodes

Poutre B

Modèle réduit d’état xB = (qB, ρ∂tqB)ᵀ:

∂txB =

(
0 1

ρ Id

−κL −α
ρ Id

)
xB +

(
0
Ω

)
f ,

Système Hamiltonien à ports

Composants stockants:


x = xB

HB(xB) = 1
2xᵀ

(
κL 0
0 ρ−1Id

)
x,

Composants dissipatifs:

{
w = ∂tqB
z(w) = α

ρw

Source:

{
u = f
y = ∂tq(zh, t)
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Application: Le Fender Rhodes

Poutre B

Système Hamiltonien à ports

Composants stockants:


x = xB

HB(xB) = 1
2xᵀ

(
κL 0
0 ρ−1Id

)
x,

Composants dissipatifs:

{
w = ∂tqB
z(w) = α

ρw

Source:

{
u = f
y = ∂tq(zh, t)

Structure

Jx =

(
0 Id

−Id 0

)
, K =

(
0
Id

)
, Gx =

(
0
Ω

)
Jw = 0, Gw = 0, Jy = 0
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Capteur P
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Capteur P
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Application: Le Fender Rhodes

Domaine magnétique

Deux champs complémentaires

champ d’excitation h

champ d’induction b = M0(h) + M(h) ' M(h).

Approximation

h constant sur une ligne de champ

b constant sur une section

alors

force magnétomotrice (fmm) ξ =
∮
C h.dl = l .h

flux d’induction magnétique
φ =

∫∫
S b.dS = S .b

ϕ̇

l

S

i

ν

N

ϕ̇g

l g
S g
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Application: Le Fender Rhodes

Stockage dans les ferromagnétiques

On néglige la magnétisation du vide: h ≡ h(b) = M−1(b).

Variation de la densité d’énergie magnétique:
dEmag

dt = h(b).ḃ.

Variation d’énergie totale∫∫∫
V
ĖdV = S l h(b) ḃ = ξ φ̇ = ∇H(x) ẋ ,

avec x = φ et ∇H(x) = S l h
(
x
S

)
= ξ.
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Application: Le Fender Rhodes

Couplage électromagnétique

Bobinage de N tours à noyau ferreux

Théorème d’Ampère: ξ = N i .

Loi de Lenz-Faraday: dφ
dt = 1

N v .

Gyrateur de Tellegen:

(
v
i

)
=

(
0 N
1
N 0

)
.

(
ξ

φ̇

)
.

Couplage conservatif: v .i = φ̇.ξ.
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Application: Le Fender Rhodes

Bobine ≡ capacité magnétique

2 sources de variation du flux magnétique

1 Variation induite par le mouvement de la poutre φ̇b
2 Variation induite par la tension électrique φ̇elec = vL

N
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Application: Le Fender Rhodes

Pickup P

Modèle disponible: potentiel magnétique perturbé

φb ≡ φb(B0, qb, lver, lhor, rc , permrel, perm0)

Variation ∂tφb ≡ modulation de la source d’excitation constante ξ0 = lB0
µ0

∂tφb = fp (qb, ∂tqb) ξ0

fp (qb, ∂tqb) =
2a2

bµ0∆µrc
l

(
f1(qb)−2l2hor

f 2
1 (qb)

− f2(qb)−2l2hor

f 2
2 (qb)

)
∂tqb

avec
f1(qb) = (qb − rc + lver)

2 + l2hor,
f2(qb) = (qb + rc + lver)

2 + l2hor.
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Application: Le Fender Rhodes

Capteur P et circuit de charge

Système Hamiltonien à ports

Composants stockants:

{
x = (φL, qC )ᵀ

HP(x) = 1
2Lx

2
1 + 1

2C x
2
2

Composants dissipatifs:

{
w = iR
z(w) = Rew

Sources:

{
u = (ξ0, i0)ᵀ

y = (∂tφ0, v0)ᵀ
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Application: Le Fender Rhodes

Capteur P et circuit de charge

Structure

Jx =

(
0 − 1

N
1
N 0

)
, K =

(
1
N
0

)
, Gx =

(
fp(qb, ∂tqb) 0

0 1

)
Jw = 0, Gw = 0, Jy = 0

Système Hamiltonien à ports

Composants stockants:

{
x = (φL, qC )ᵀ

HP(x) = 1
2Lx

2
1 + 1

2C x
2
2

Composants dissipatifs:

{
w = iR
z(w) = Rew

Sources:

{
u = (ξ0, i0)ᵀ

y = (∂tφ0, v0)ᵀ
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Système global H + B + P
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Système global H + B + P

Stockage

Concaténation des états: x = (xᵀH, x
ᵀ
B, x

ᵀ
P)ᵀ,

Somme des énergies: H(x) = HH(xH) + HB(xB) + HP(xP).

Dissipation

Concaténation des variables: w = (wᵀ
H,w

ᵀ
B,w

ᵀ
P)ᵀ,

Concaténation des lois constitutives: z =
(
zᵀH, z

ᵀ
B, z

ᵀ
P
)ᵀ

.

Ports externes

Connexion de la poutre au marteau et

Concaténation des autres entrées: u = (fh, h0, i0)ᵀ

Concaténation des autres sorties: y = (∂tqh, ∂tφ0, v0)ᵀ.
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Systèmes Hamiltoniens à Ports Application: Le Fender Rhodes

Système global H + B + P

Structure

Jx =



0 −1 0 0 0 0
1 0 0 −Ωᵀ 0 0
0 0 0 Id 0 0
0 Ω −Id 0 0 0
0 0 0 0 0 − 1

N
0 0 0 0 1

N 0

,

K =



1 0 0
0 0 0
0 0 0
−Ω Id 0

0 0 1
N

0 0 0

, Gx =



1 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 fP 0
0 0 1


Jw = 0, Gw = 0, Jy = 0
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Simulations
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Simulations
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Comparaisons aux mesures
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Comparaisons aux mesures
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Comparaisons aux mesures
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Génération automatique

Génération automatique

Objectif

Génération automatique de la structure SHP à partir d’un dictionnaire de
composants élémentaires et d’un schéma d’interconnexion.

Objets

Le dictionnaire de composants encode les lois constitutives,

Le graphe du système encode le schéma d’interconnexion.
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Génération automatique Graphe du système

Graphe du système

Chaque paire (flux/effort) correspond à une branche,

direction de la branche ≡ orientation positive du flux,

convention récepteur pour l’effort.
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Génération automatique Graphe du système

Système électrique

Composants

nx = 2 stockants (c et l),

nw = 1 dissipatifs (r),

nu = 2 sources (v1 et v2).

Graphe

nN = 4 noeuds plus la référence
N0,

nB = nx + nw + nu = 5
branches.
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Génération automatique Graphe du système

Système électrique

Dictionnaire

Label Definitions Effort e Flux f

l xl = φ hl(xl) =
x2
l

2L el = ∂txl fl = h′l(xl)

c xc = q hc(xc) = x2
c

2C ec = h′c(xc) fc = ∂txc
r wr = i zr (wr ) = Rwr er = zr (wr ) fr = wr

v1 u1 = ν1 y1 = i e1 = u1 f1 = y1

v2 u2 = ν2 y2 = i e2 = u2 f2 = y2


el
fc
fr
f1
f2

 =


0 −1 −1 −1 1
1 0 0 0 0

1 0 0 0 0

1 0 0 0 0
−1 0 0 0 0




fl
ec
er
e1

e2

 .
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Génération automatique Analyse de graphe

Structure SHP

1 arrangement des flux f et efforts e en deux vecteurs a et b,

2 relations d’interconnexion a = Jb,

J correspond aux lois de conservations qui s’appliquent sur f et e.

Composants stockants et sources: l’étape 1© est directe.

Composants dissipatifs: on choisit un pilotage par l’effort ou le flux.

Type
effort-controlleda flux-controlledb

e f f e

Stockage ∂tx h′(x) ∂tx h′(x)
Dissipation w z(w) w z(w)

Source y u y u

45 / 79



Génération automatique Analyse de graphe

Conventions

Graphe G = (N, B) avec nN + 1 noeuds et nB = nx + nw + nu branches,

Potentiels: ε = (ε0, · · · , εnN )ᵀ sur les noeuds,

Flux/effort (eb, fb) sur chaque branche: (e, f) ∈ R2nB .

Convention récepteur pour une branche Bb : Ni → Nj , eb = εi − εj
puissance reue: Pn = en fn.

Matrice d’incidence Γ ∈ RnN+1×nB

[Γ]i ,j =

{
1 si la branche j entre le noeud i
−1 si la branche j sort du noeud i
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Génération automatique Analyse de graphe

Partition du graphe

Partition des branches B = {B1, B2}
B1 l’ensemble des n1 branches contrôlées par l’effort

B2 l’ensemble des n2 branches contrôlées par le flux

Partition de la matrice d’incidence

Γ =

 γ0

γ1 γ2

 , avec γ0 ∈ R1×nB , γ1 ∈ RnN×n1 γ2 ∈ RnN×n2 .

Le potentiel ε0 sur N0 n’influence pas les flux et efforts du système.

e = (e1, e2)ᵀ et f = (f1, f2)ᵀ

ã = (e1, f2)ᵀ,

b̃ = (f1, e2)ᵀ.
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Génération automatique Analyse de graphe

Lois de conservation

Lois de Kirchhoff généralisées

(γ1, γ2)ᵀ ε = e,
(γ1, γ2) f = 0.

Proposition

Le graph G = {N, (B1, B2)} est réalisable sous la forme SHP si et seulement
si γ2 est inversible.

e1 = γᵀ1ε et e2 = γᵀ2ε,

γ2f2 = −γ1f1,

si γ2 est inversible, on définit γ = γ−1
2 γ1(

e1

f2

)
︸ ︷︷ ︸

b̃

=

(
0 γᵀ

−γ 0

)
︸ ︷︷ ︸

J̃

(
f1

e2

)
︸ ︷︷ ︸

ã

.
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Génération automatique Analyse de graphe

Algorithme

Détermine le type des composants dissipatifs pour que γ2 soit inversible.

Matrice de réalisabilité

[Λ]i ,j =

{
1 si la branche j impose le potentiel sur le noeud i ,
0 sinon.

Partition

Λ =

(
λ0

λ1 λ2

)
.
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Génération automatique Analyse de graphe

Algorithme

Matrice de réalisabilité

[Λ]i ,j =

{
1 si la branche j impose le potentiel sur le noeud i ,
0 sinon.

Partition

Λ =

(
λ0

λ1 λ2

)
.

Heuristiques

Si λ2 est une matrice de permutation, le graphe G est réalisable.

Aucune branche n’impose le potentiel sur N0 ⇒ λ0 = 0.

Aucune branche de B1 n’impose de potentiel ⇒ Λ(:, B1) = 0.

Les branches B2 propagent le potentiel d’un noeud à l’autre ⇒∑
Λ(:, b) = 1, ∀b ∈ B2.

49 / 79



Génération automatique Analyse de graphe

Exemple

Partition

B1 = {Bk , Bd , BF1} contrôlées par l’effort,

B2 = {Bm, BF2} contrôlées par le flux.

Matrice d’incidence

Γ =

Bk Bd BF1 Bm BF2( )0 0 1 1 1 N0

−1 −1 −1 −1 0 N1

1 1 0 0 −1 N2

;
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Génération automatique Analyse de graphe

Exemple

Partition

B1 = {Bk , Bd , BF1} contrôlées par l’effort,

B2 = {Bm, BF2} contrôlées par le flux.

Matrice de réalisabilité retournée par l’algorithme

Λ =

Bk Bd BF1 Bm BF2( )0 0 0 0 0 N0

0 0 0 1 0 N1

0 0 0 0 1 N2

.
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Génération automatique Analyse de graphe

éléments composés

3-ports

Dissipative Diagram w z(w)

NPN
Transistor

(
vBC
vBE

) (
iBC
iBE

)
=

(
αR −1
−1 αF

)
.

 IS

(
evBC/vt − 1

)
IS

(
evBE/vt − 1

) 

Potentiometer

(
vp1
ip2

) (
ip1
vp2

)
=

(
vp1/(1 + α.Rp)

ip2.(1 + (1 − α).Rp)

)
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Génération automatique Application à quelques circuits audios

Application: Diode-clipper

Graphe

nw = 3 (résistance et 2 diodes)

nu = 2 (entrée/sortie)

Système Hamiltonien à ports
iR
vD1
vD2

iIN
vOUT


︸ ︷︷ ︸

b

=


0 −1 1 0 −1
1 0 0 1 0
−1 0 0 −1 0

0 −1 1 0 −1
1 0 0 1 0


︸ ︷︷ ︸

J

·


vR
iD1
iD2

vIN
iOUT


︸ ︷︷ ︸

a

.

52 / 79



Génération automatique Application à quelques circuits audios

Application: Diode-clipper

Graphe

nw = 3 (résistance et 2 diodes)

nu = 2 (entrée/sortie)
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Génération automatique Application à quelques circuits audios

Application: Amplificateur audio à transistor

Graphe

nx = 2 (2 capacitances)

nw = 4 (2 résistances et 2
transistors)

nu = 2 (entrée/sortie et 9V)

53 / 79



Génération automatique Application à quelques circuits audios

Application: Amplificateur audio à transistor

Système Hamiltonien à ports (Rc est pilotée en courant et Rf en tension)

b = (iCi, iCo|vRf, iRc, vBc, vBe|ıIN, vOUT, iVCC)
a = (vCi, vCo|iRf, vRc, iBc, iBe|vIN, iOUT, vVCC)

J =



0 0 1 0 −1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 0

−1 0 0 −1 0 0 −1 0 1
0 0 1 0 −1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0 1 0 −1
−1 0 0 0 0 0 −1 0 0

0 0 1 0 −1 1 0 0 0
0 1 0 −1 0 0 0 0 1
0 0 −1 0 1 0 0 −1 0


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Génération automatique Application à quelques circuits audios

Application: Amplificateur audio à transistor
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Génération automatique Application à quelques circuits audios

Application: pédale d’effet ”wah-wah” Dunlop CryBaby
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Génération automatique Application à quelques circuits audios

Application: pédale d’effet ”wah-wah” Dunlop CryBaby

Graphe

nx=7 branches de stockage (6
capacités et 1 inductance),

nw =18 branches dissipatives
(11 résistances, 1 diode, 2 NPN
transistors et 1 potentiometer),

nu=3 ports (entrée/sortie et
9V).

Le potentiomètre pilote l’effet audio.
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Génération automatique Application à quelques circuits audios

Application: pédale d’effet ”wah-wah” Dunlop CryBaby

Résistances R1, R6 · · ·R9 et R11 sont
contrôlées par l’effort.

Système Hamiltonien à ports

ẋ = [iC1, · · · , iC6 , vL1 ]ᵀ,
∇H(x) = [vC1, · · · , vC6 , iL1 ]ᵀ,

w = [wR |vd |vBC1 , vBE1 |vBC2 , vBE2 |vp1, ip2]ᵀ,
z(w) = [zR |id |iBC1 , iBE1 |iBC2 , iBE2 |ip1, vp2]ᵀ,

(wR et zR en fonction du type de contrôle)

Entrées u = [vin, iout , vcc ]ᵀ,
Sorties y = [iin, vout , icc ]ᵀ.
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Génération automatique Application à quelques circuits audios
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Le Haut-parleur électrodynamique

Le haut-parleur électrodynamique

Un modèle de haut parleur, pour quoi?

Simulation directe pour écoute

Monitoring en fonctionnement (température, état mécanique)

Prototypage

Compensation des non-linéarités
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Le Haut-parleur électrodynamique Modèle standard

Modèle SHP du haut-parleur

Composant électriques

Labels flux ≡ i (A) effort ≡ v (V)

(c) xc = φ Hc(xc) =
x2
c

2·L ic =
∂Hc
∂xc

vc = ∂txc

(r) wr = ir zr(wr) = Rr · wr ir = wr vr = zr(wr)
(a) ia = ya va = ua

Composants mécaniques

Labels flux ≡ ∂tq ( m
s ) effort ≡ F (N)

(m) xm = m · ∂tq Hm(xm) =
x2
m

2·m ∂tq =
∂Hm
∂xm

Fm = ∂txm

(s) xs = q Hs(xs) = k0
2
x2
s + Hsat(xs) ∂tq =∂txs Fs =

∂Hs
∂xs

(d) wd = ∂tq zd(wd) = Rd · wd ∂tq =wd Fd = zd(wd)
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Le Haut-parleur électrodynamique Modèle standard

Modèle SHP du haut-parleur

La matrice de connection est obtenue à partir des lois de Kirchhoff et de
Newton appliquées à

∂tx = [vc,m∂
2
t q, ∂tq]ᵀ, ∇H(x) = [ic, ∂tq,Fs]ᵀ

w = [ir, ∂tq]ᵀ, z = [vr,Fd]ᵀ

y = ia, u = va

(2)

Jx =

 0 −Bl 0
+Bl 0 −1

0 +1 0

 , K =

 1 0
0 1
0 0

 ,Gx =

 1
0
0


Jw = 0, Gw = 0, Jy = 0.

(3)
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Le Haut-parleur électrodynamique Modèle standard

Résultats de simulation directe

Figure: Position simulée sous excitation sinusodale 100V/100Hz (FANE
Sovereign 12-500LF).

Parameter Value

m 0.075 (kg)
L 2.36 (mH)
Rr 5.9 (Ω)
Rd 3 (N·s·m−1)

Paramètre Valeur

Bl 16.37 (T·m)
k0 7.14 (N·m−1)
ks 100 (N·m−1)
qsat 5.17 (mm)

Table: Physical parameters for the FANE Sovereign 12-500LF loudspeaker.
60 / 79



Le Haut-parleur électrodynamique Platitude et planification de trajectoire

Platitude et planification de trajectoire: Le principe

On dispose d’un ensemble de variables indépendantes µ ∈ Rnµ tel que

x = ϕx

(
µ, ∂tµ, · · · , ∂(n)

t µ
)

u = ϕu

(
µ, ∂tµ, · · · , ∂(m)

t µ
)
.

Alors pour toute trajectoire admissible µ?

x? = ϕx

(
µ?, ∂tµ

?, · · · , ∂(n)
t µ?

)
u? = ϕu

(
µ?, ∂tµ

?, · · · , ∂(m)
t µ?

)
Exemple: u(t) = J∂2

t θ(t) + mgl sin θ(t)

Variable plate: θ
On souhaite suivre la trajectoire θ?(t)
Commande: u?(t) = J∂2

t θ
?(t) + mgl sin θ?(t)
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Le Haut-parleur électrodynamique Platitude et planification de trajectoire

Loi de commande

Platitude du haut-parleur

La position est la sortie plate µ = q

µ = ϕµ(x3)

x = ϕx(µ, ∂tµ, ∂
2
t µ) =

 L
Bl

(
m · ∂2

t µ+ Rd · ∂tµ+ Fs(µ)
)

m · ∂tµ
µ


Expression analytique de l’entrée va = u

u = ϕu

(
µ, ∂tµ, ∂

2
t µ, ∂

3
t µ
)

= m·L
Bl · ∂

3
t µ+

Rd·L+Re·m
Bl · ∂2

t µ

+
(
∂xFs(µ) +

L+Re·Rd
Bl + Bl

)
· ∂tµ

+Rr
Bl · Fs(µ).
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Le Haut-parleur électrodynamique Platitude et planification de trajectoire

Interprétation par les SHP

Entrée du sous-système mécanique (m, s, d): FL = Fm + Fs + Fd

Masse Fm
∂t← m∂tq

∂xH
−1
m←− ∂tq

∂t← µ

Force de rappel Fs
∂xHs← µ

Amortissement Fd
zd← ∂tq

∂t← µ.

Figure: Schéma électrique équivalent.
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Le Haut-parleur électrodynamique Platitude et planification de trajectoire

Interprétation par les SHP

Entrée du sous-système mécanique (m, s, d): FL = Fm + Fs + Fd

Masse Fm
∂t← m∂tq

∂xH
−1
m←− ∂tq

∂t← µ

Force de rappel Fs
∂xHs← µ

Amortissement Fd
zd← ∂tq

∂t← µ.

entrée du sous-système électrique: va = vc + vr + vL

Bobine vc
∂t← φ

∂xH
−1
c←− ic = FL/Bl

Résistance vr
zr← ir = FL/Bl

Tension induite vL = Bl · ∂tµ.
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Le Haut-parleur électrodynamique Platitude et planification de trajectoire

Interpretation par les SHP

Coordonnées de Brunovsky naturelle

x = ϕx(µ, ∂tµ, ∂
2
t µ)

=

 (∂xHc)−1

(
∂t(∂xHm)−1(∂tµ)+zd(∂tµ)+∂xHs(µ)

Bl

)
(∂xHm)−1 (∂tµ)
µ


Dimensionnement des actionneurs

On dispose de u(µ, ∂tµ, · · · ) et y(µ, ∂tµ, · · · ),

Puissance nécessaire pour atteindre et suivre la trajectoire:

P(µ, ∂tµ, · · · ) = u(µ, ∂tµ, · · · )ᵀ · y(µ, ∂tµ, · · · )
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Le Haut-parleur électrodynamique Platitude et planification de trajectoire

Resultats

Figure: Tension d’entrée v?
a pour une trajectoire cible sinusodale (régularisée à

l’origine) d’amplitude 3.62mm et fréquence f 0 = 100 Hz.

Figure: Cible et simulation pour la sortie plate.
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Le Haut-parleur électrodynamique Raffinement du modèle standard

Raffinement du modèle standard

1 Prise en compte explicite du circuit magnétique.

2 Dynamiques fractionnaires (courants de Foucault et relaxation).

3 Dynamique de la température.
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Le Haut-parleur électrodynamique Raffinement du modèle standard

Impédance électrique

67 / 79



Le Haut-parleur électrodynamique Intégrateur fractionnaire

Intégrateur fractionnaire yβ(s) = s−βuβ(s)

Variable de Laplace s = ρe iθ avec ρ ≥ 0 et θ ∈ [−π, π[

Tβ(ρe−iπ) 6= Tβ(ρe iπ) ⇒ coupure le long de C = R−

Théorème des résidus

Tβ ≡ agrégation continue sur C d’amortissements linéaires

Tβ(s) : C \ R− → C
s 7→

∫∞
0 µβ(ξ) 1

s+ξdξ

µβ(ξ) =
Tβ(−ξ−i0+)−Tβ(−ξ+i0+)

2iπ = sin(βπ)
π ξ−β (saut de Tβ au travers de C).

Représentation d’état de yβ(s) = Tβ(s)uβ(s){
dxξ
dt = −ξxξ + uβ, xξ(0) = 0,

yβ =
∫ +∞

0 µβ(ξ)xξdξ.
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Le Haut-parleur électrodynamique Intégrateur fractionnaire

Intégrateur fractionnaire yβ(s) = s−βuβ(s)

Approximation sur un ensemble fini de pôles ξn ∈ C, n ∈ [1, · · · ,N]

T̂α(s)=
N∑

n=1

µn
s + ξn

= E(s) · µ with E(s) =
(

1
s+ξ1
· · · 1

s+ξN

)ᵀ
.

Progression exponentielle pour les pôles ξn =10`n ∈C, 0≤ n ≤N+1,

Critères perceptifs ⇒ objectif O(µ) =
∫ ω+

ω−

∣∣∣∣1− T̂β(s=ι̇ω)
Tβ(s=ι̇ω)

∣∣∣∣2 d lnω.

En pratique: somme finie sur une grille fréquentielle (de dimension K+1)

Ô(µ) = (Mµ− T )
T
W(Mµ− T ),

où les lignes de M sont [M]k,∗=E(s = ι̇ωk− 1
2
)T , ωk− 1

2
=
√
ωk−1ωk ,

[T ]k =Tβ(s = ι̇ωk− 1
2
), [W]k,k = (lnωk−lnωk−1) /

∣∣ [T ]k
∣∣2.
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Le Haut-parleur électrodynamique Intégrateur fractionnaire

Intégrateur fractionnaire yβ(s) = s−βuβ(s)

Minimisation sous contrainte de positivité µ̂ = {minµ Ô(µ) : µ > 0}

Système Hamiltonien à ports: pn = 1
µ̂n

et rn = pnξn, ∀ n ∈ (1 · · ·N)

nx = N composants stockants d’énergies Hn(xn)= x2
n

2pn
,

nw = N composants dissipatifs de lois constitutives zn(wn)= rn · wn

nu = 1 port (uβ, yβ) dx̂α
dt

ŵα

ŷα

 =

 0N×N −IdN 1N×1

IdN 0N×N 0N×1

11×N 01×N 01×1

 ·
 ∂Ĥα

∂x̂α
ẑα(ŵα)

ûα

 ,

Interprétation

uβ ≡ i et yβ ≡ v → connexion série de N cellules RC parallèle,

yβ ≡ i et uβ ≡ v → connexion parallèle de N cellules RL série.
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Le Haut-parleur électrodynamique Dérivation fractionnaire

Dérivation fractionnaire yα(s) = sαuα(s)

Réalisation à partir de l’intégrateur d’ordre (1− α): sα ≡ s · s−(1−α)

Système Hamiltonien à ports: pn = 1
µ̂n

et rn = µ̂n, ∀ n ∈ (1 · · ·N)

nx = N composants stockants d’énergies Hn(xn) = ξn
x2
n
2 ,

nw = N composants dissipatifs de lois constitutives zn(wn) = rnwn

nu = 1 port (uα, yα) dx̂α
dt

ŵα

ŷα

 =

 0N×N −IdN 0N×1

IdN 0N×N −1N×1

01×N −11×N 0


 ∂Ĥα

∂x̂α
ẑα(ŵα)

ûα

 .
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Le Haut-parleur électrodynamique Dérivation fractionnaire

Impédance fractionnaire
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Le Haut-parleur électrodynamique Dérivation fractionnaire

Modèle proposé pour la partie mécanique

SHP pour la partie mécano-acoustique (D,S,A)

x = (p, q, qNL, qc , xα)ᵀ, H(x) =
x2

1
2m +

x2
2

2ka
+ HNL(x3) +

x2
4

2kc
+ Hα(xα)

w = (∂tq,wα)ᵀ , z(w) =
(
rmw1,Rαwα

)ᵀ
u = (fL)ᵀ, y = (∂tq)ᵀ

Jx =


0 −1 −1 0 0
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , K =


1 0
0 0
0 −1
0 1
0 Id

 , Gx =


1
0
0
0
0


Jw = 0, Gw = 0, Jy = 0
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Le Haut-parleur électrodynamique Dérivation fractionnaire

Modèle proposé pour la partie magnétique

SHP pour la partie électromagnétique (C,P,M)

x = (φL, φp , xα)ᵀ, H(x) =
x2
1

2L0
+ HNL(x2) + Hα(xα)

w = (ic ,wα)ᵀ, z(w) =
(
rew1, Rαwα

)ᵀ
u = (v0, ψm)ᵀ, y = (ic ,−∂tφp)ᵀ

Jx = 0, Jw = 0, Jy = 0

K =

 1 −nc1nα×nα
0 1nα×nα

0nα×1 Idnα

 , Gx =

 1 0
0 0

0nα×1 0nα×1

 ,
Gw =

(
0 0

0nα×1 1nα×1

)
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Le Haut-parleur électrodynamique Domaine thermique

Domaine thermique

Première loi de la thermodynamique dU = δQ (pas de travail δW=0)

Deuxième loi de la thermodynamique dS = δQ
T

Stockage ≡ simple capacité thermique δQ = CdT (T > 0, C = mcp)

S1 − S0 =
∫ T1

T0

C
T dT ⇒

S0=0
T1(S1) = T0 exp

(
S1
C

)
énergie interne U(S) = CT0 exp

(
S
C

)
⇒ dU

dt = ∂U
∂S

dS
dt = T dS

dt
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Le Haut-parleur électrodynamique Domaine thermique

Domaine thermique

Pour une résistance R

Puissance dissipée: PD = δQD = R i2 = z(w)w

Variation d’entropie du matériau: dS
dt = z(w)w

T

Système Hamiltonien à ports
(
∂tS
−v

)
= z(w)

T

(
0 1
−1 0

)(
∂U
∂S
i

)
w = i
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Le Haut-parleur électrodynamique Domaine thermique

Transferts thermiques

Loi de Newton pour deux coprs (Si ,Ti ) (i , j = 1, 2)

δQi

δt
=

dUi

dt
= RT∆Tj→i

pour le gradient de température ∆Tj→i = Tj − Ti et la résistance
thermique RT .

(
dS1
dt
dS2
dt

)
= R

( 1
T1

0

0 1
T2

)(
−1 1

1 −1

)( ∂U1
∂S1
∂U2
∂S2

)
.

Entropie totale: dS
dt = dS1

dt + dS2
dt = R (T1−T2)2

T1T2
≥ 0
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Le Haut-parleur électrodynamique Domaine thermique

Pour le haut-parleur

4 capacités thermiques

1 bobine (Sc ,Tc ,Cc),

2 entrefer (Sg ,Tg ,Cg ),

3 circuit magnétique (Sm,Tm,Cm),

4 air ambiant (Sa,Ta,Ca).
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Conclusions et perspectives

Transferts

1 bobine → entrefer (Rcg ),

2 entrefer → circuit magnétique (Rgm),

3 circuit magnétique → air ambiant (Rma).

Système Hamiltonien à ports irréversible


∂tSc
∂tSg
∂tSm
∂tSa
−vr

 =


−Rcg

Tc

Rcg

Tc
0 0 z(w)

Tr
Rcg

Tg
−Rcg+Rgm

Tg

Rgm

Tg
0 0

0
Rgm

Tm
−Rgm+Rma

Tm

Rma
Tm

0

0 0 Rma
Ta

−Rma
Ta

0

− z(w)
Tr

0 0 0 0




∂Uc
∂Sc
∂Ug

∂Sg
∂Um
∂Sm
∂Ua
∂Sa
ir


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Conclusions et perspectives

Conclusions et perspectives

Conclusions

1 Structure algébro-différentielle organisée en parties conservative,
dissipative et source.

2 Encode la passivité (stabilité, contrôle).

3 La connexion de 2 SHP est encore un SHP ⇒ approche modulaire.

4 Méthode numérique préservant la structure passive ⇒ simulations
passives.

5 Méthode de génération à partir d’un graphe ⇒ production
automatisée de code C++.

Perspectives

1 Automatiser la discrétisation et la réduction pour des systèmes de
dimension infinie.

2 Géométries complexes.

3 Estimation de paramètres.

4 Génération automatique de la loi de commande par platitude.

5 Réduction de la complexité numérique (méthode explicite).
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Conclusions et perspectives

Merci de votre attention.
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