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Chapitre 11

Vooder par LPC

Thomas Hélie

Peut-on faire �parler� la musique ou, plus généralement, un son ?

Cette question a passionné musiiens, luthiers, ingénieurs et herheurs

qui ont apporté régulièrement des solutions ave les tehniques de leur époque.

Ce hapitre est destiné à la réalisation de travaux pratiques et l'étude d'une

méthode utilisée en musique mais aussi dans les odeurs de voix de téléphones

mobiles : le �vooder par LPC� (Linear Preditive Coding).

11.1 Des systèmes pour faire parler les sons

11.1.1 Quelques spéimens anestraux et atuels

Un des plus aniens systèmes permettant d'entendre un son �parler� est

la guimbarde (f. �gure 11.1 1©). En Europe, on a retrouvé des exemplaires

datant de l'époque gallo-romaine [8℄. Plut�t que d'utiliser ses ordes voales

(la glotte1), on fait vibrer une lame devant sa bouhe tout en artiulant exa-

gérément un mot. Ave un peu d'entraînement, on réussit à faire prononer

le mot à la vibration générée par la lame (CD, plage 21) [13℄.

A la �n du 18è sièle, Wolfgang vonKempelen élabora plusieurs mahines

parlantes. Des études et reonstitutions ont pu être menées [7, 16, 17℄ grâe

à une version dérite dans [15℄ et un exemplaire d'époque, plus sophistiqué,

onservé au Deutshes Museum de Munih : (a, �gure 11.1 2©) un petit sou�et

faisant o�e de poumons exite () une anhe battante (glotte) débouhant

sur (e,f) deux petits tuyaux (narines) puis (i) une sorte d'entonnoir en aou-

thou (bouhe) duquel l'opérateur approhe sa main pour former une avité

et réer di�érentes voyelles2. Ave un pilotage �n, on obtient des sons intel-

ligibles, apables de transmettre une �intention prosodique� (CD, plage 22).

1La glotte est l'espae qui existe entre les bords libres des deux ordes voales.
2Le système (g,h) est ationné par à-oups pour générer l'explosion de la onsonne �p�.

Les leviers (j,k,l) sont ationnés pour reproduire respetivement les �s�, �h� et �r�.
L'auteur remerie J.-S. Liénard et C. d'Alessandro pour les informations, images et sons.
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8 CHAPITRE 11. VOCODER PAR LPC

Dans les années 1930, un système életro-aoustique baptisé sonovox

onsistait à mettre en appui des haut-parleurs (plus exatement, des pots

vibrants) sur le ou du hanteur au voisinage de la pomme d'Adam (f. [25℄).

On pouvait ainsi faire �parler� les vibrations transmises provenant, par exemple,

de sons aptés par un mirophone3. Les prothèses voales életroniques pour

les laryngetomisés (patients ayant subi une ablation du larynx) reposent

enore sur e prinipe. On parle aussi d'életrolarynx [12℄.

Depuis 1970, un système baptisé talkbox (littéralement, �boîte parlan-

te�) est apparu4. Aujourd'hui plut�t utilisé par les guitaristes, il onsiste à

réupérer le son d'un haut-parleur ave un pavillon inversé (un entonnoir)

lui-même raordé à un tuyau. Lorsque l'extrémité libre du tuyau est plaée

dans la bouhe, le son transmis devient, là enore, la soure exitatrie du

onduit voal (f. �gure 11.1 3©).

En�n, un autre système très répandu aujourd'hui sous forme életronique

ou logiielle est le vooder. Quels en sont les origines et le prinipe ?

Guimbarde

1©

Mahine

de

Kempelen

2©

Talkbox

3©

Fig. 11.1 � Illustration de di�érents dispositifs et de leur utilisation.

3Voir l'arhive vidéo [3℄. Mots lef (web) : Sonovox, Kyser.
4Voir des arhives vidéo de premières utilisations. Mots lef : Talkbox, Stevie Wonder.
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11.1.2 Les débuts du vooder

Vooder est l'abréviation de �voie enoder�. Ce système fut initié et bre-

veté par Homer Dudley aux Bell Labs [6℄ (f. �gure 11.2 a©). Le but ? Ré-

duire la bande passante néessaire à la transmission de la voix pour améliorer

les débits des réseaux de téléommuniations. L'idée ? Coder et reonstruire

une voix en bout de haîne à l'aide d'outils d'analyse-synthèse du signal. En

1928, l'analyse onsistait à aratériser l'ativité du signal de voix v(t) par

zones fréquentielles (omme l'a�hent aujourd'hui les analyseurs de spetre

de ertains leteurs audio ou haînes hi-�). Typiquement, un ban de �ltres

passe-bande (Fk=1,...,K) isolait K bandes fréquentielles desquelles on extrayait

la puissane ou l'amplitude e�ae orrespondante ak(t).

La synthèse onsistait à ampli�er un signal d'entrée e(t) dans haque

bande (Fk) par le gain assoié ak(t). Pour ela, on asadait une réplique du

premier ban de �ltres, K ampli�ateurs à gain ontr�lé en tension, puis un

sommateur. Ave un léger abus de langage, �on �ltrait le signal e(t) par une
enveloppe spetrale grossière de v(t) grâe à un égaliseur audio piloté�.

En hoisissant une entrée e(t) périodique, e système était apable de res-

tituer des voix robotiques plut�t intelligibles qui onnurent un ertain suès

dans le milieu du inéma et de la musique, au ontraire des téléommunia-

tions (des exemples de dispositifs ommerialisés, fondés sur ette tehnique,

sont donnés en �gure 11.2 b©, ©, d©).

a© b©

© d©

Fig. 11.2 � a© Homer Dudley aux Bell labs devant le Voder (mahine parlante

présentée à l'exposition universelle de New York en 1939) ; b© le Vooder 5000

à 22 bandes d'analyse développé par EMS (Eletroni Musi Studios, 1976) ;

© le vooder à 16 bandes de Moog (1979) ; d© le vooder MiroKorg (trai-

tement numérique à modélisation analogique) développé par Korg (2002).
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En e�et, pour retrouver une voix naturelle en téléphonie, il faut générer

aussi un signal e(t) qui reproduise les aratéristiques remarquables de l'ex-

itation originale (émise par la glotte en général). Ave les outils de l'époque,

on savait déteter si l'exitation avait une hauteur (on parle de son voisé),

estimer et transmettre sa fréquene (appelée pith ou, en hant, fondamen-

tale). Alors, on générait un signal e(t) de même fréquene ave une forme

d'onde prédé�nie. Sinon (son non voisé, inluant les sons �s�, �h�, �f�, �t�,

�k�, et.), le signal e(t) provenait d'un générateur de bruit. Les résultats et

le oût de e système ne furent pas assez favorables pour laner une implan-

tation à grande éhelle5. En revanhe, pour les appliations musiales, un

intérêt était justement de synthétiser des sons enore inouïs en nourrissant

le système par de tels signaux e(t) ou d'autres signaux étrangers à la voix.

En résumé, pour les appliations musiales, le prinipe du vooder est

de faire subir à un signal e(t) les mêmes �renforements fréquentiels� que

eux opérés par le onduit voal. Le problème se réduit don à apturer

es renforements dans le signal de voix v(t) et à les reproduire sur e(t).

Voabulaire : Pour un système en général (une suspension de voiture, un

iruit RLC, et.), es �renforements� s'appellent les résonanes propres

du système. En parole, les résonanes du onduit voal portent le nom

partiulier de formants (f. �gure 11.3).
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Fig. 11.3 � Prinipe du vooder pour les appliations musiales (vue idéalisée):

ii, l'enveloppe (- -) du spetre (�) de la voix v est apturée via K =16 bandes (Fk,

bandes de ouleur) qui font apparaître 4 formants (FT1,2,3,4) ; par �ltrage, ette

empreinte est reproduite sur le spetre de l'entrée e pour fournir le son voodé.

Ainsi, es dispositifs tehnologiques reposent sur l'idée que le onduit

voal est assimilable à un �ltre que l'humain exite par une soure (en gé-

néral, la glotte). Cette hypothèse dite de modèle soure-�ltre est-elle bien

pertinente ? Vous n'êtes pas tout à fait onvainus ? Alors véri�ons-là.

5Une première version fut intégrée dans le système de ommuniation numérique SIG-
SALY de l'armée amériaine. F. Roosevelt et W. Churhill l'utilisèrent pendant la seonde
guerre mondiale pour ommuniquer outre atlantique.
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11.2 Représenter la voix par un modèle soure-�ltre

La physique de la prodution de la voix est omplexe. Elle met en jeu

des phénomènes de méanique des solides déformables (artilages, musles,

tissus), de méanique des �uides (jet, turbulenes) inluant la propagation

aoustique. Sa modélisation préise est enore un sujet de reherhe très

atif. Aussi, la représenter par un modèle soure-�ltre (f. �gure 11.4) est une

hypothèse rédutrie mais bien ommode si elle su�t à apturer l'information

reherhée (ii, reonnaître et reproduire un mot prononé).

PSfrag replaements

Soure

εn

signal

d'exitation

éhantillonné

Filtre

H(z)

(�ltre numérique)

Sortie

vn

son voal

éhantillonné

exitation

aoustique
Conduit voal

voix

Fig. 11.4 � Dans le modèle soure-�ltre, la soure est un générateur idéal de

signal que le �ltre transforme en �le son émis et artiulé�. Le �ltre est destiné

à prendre en harge l'ation aoustique opérée par le onduit voal. Ii, on a

hoisi une représentation du modèle à temps disret (le �ltre est numérique

et les signaux sont éhantillonnés) plut�t qu'à temps ontinu.

Ce modèle vise à séparer les signaux d'exitation (soure du son) du pro-

essus de transformation (�ltre) qui variera pour réer l'artiulation. Sa per-

tinene est, selon les as, plut�t de type �physique�, �signal� ou �pereptif�.

La soure peut représenter des signaux de nature et de provenane di-

verses : signaux quasi-périodiques générés par la glotte en vibration (sons

voisés, hantés), bruit généré par une onstrition de la glotte (voix huho-

tée) ou du onduit voal (si�ante �s�, huintante �h�), impulsions générées

par une olusion brève du onduit (olusive labiale �p�, dentale �t�, et.), des

ombinaisons (si�ante �z�, huintante �j�, olusive labiale �b�, dentale �d�),

et bien d'autres as. Se pose alors la question :

(Q1) Comment regrouper une telle diversité et représenter le signal soure ?

De son �té, le �ltre doit prendre en harge et isoler les autres aspets

aoustiques permettant par exemple de distinguer un �u� d'un �a�, même

lorsque les soures sont identiques. Une seonde question naturelle est alors :

(Q2) Peut-on isoler et exploiter des propriétés du �ltre que n'a pas la soure ?

En�n, puisque les aratéristiques du �ltre et de la soure varient pen-

dant l'enhaînement des phonèmes, une troisième question ruiale est :

(Q3) En-dessous de quelle durée es aratéristiques sont-elles quasi-statiques ?
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11.2.1 Quelques expérienes parlantes... à faire soi-même

Enregistrez votre voix sur ordinateur. Vous avez un bon mirophone ?

Parfait ! Il est intégré et de piètre qualité ? Rassurez-vous, l'information vou-

lue sera là ! D'ailleurs, prenons des onditions de téléphonie basique : réglez

la fréquene d'éhantillonnage6 de votre enregistreur à Fe = 8 kHz pour ré-

duire la plage utile à [0; 4kHz℄ (théorème de Nyquist-Shannon). Qu'allez-vous

enregistrer ? Voii 3 expérienes mais vous pourrez en déliner bien d'autres.

Expériene (E1) Enhaînez une suession de voyelles que vous hanterez

sur une seule note maintenue, la plus stable possible.

(expériene a priori simple mais le besoin de onentration est quasi-garanti)

Expériene (E2) Choisissez et maintenez une voyelle que vous hanterez

tout en variant à souhait la hauteur de la note. Par exemple, vous pourrez

exéuter un glissando montant, desendant, un vibrato, et.

(une fois la voyelle hoisie, attention à éviter tout mouvement du onduit

voal, en partiulier de la langue ou la mâhoire. Le hanteur a naturellement

e ré�exe pour failiter l'émission des notes mais e n'est pas le but visé ii)

Expériene (E3) Reprenez l'expériene (E1) ave une voix huhotée.

Intérêt des expérienes Dans l'expériene (E1), en maintenant la note

la plus stable possible, vous ontr�lez la soure pour la rendre la plus station-

naire possible. Les seules modi�ations sont dues aux voyelles prononées.

En analysant l'enregistrement, on espère don repérer ertaines aratéris-

tiques invariantes (à relier à la soure et à la question (Q1)) et des variations

synhronisées ave les voyelles (à relier au �ltre et à la question (Q2)). L'ex-

périene (E2) est une version symétrique de (E1) : ette fois-i, les variations

sont reliées à la soure et à (Q1), les aratéristiques du �ltre sont �gées.

L'expériene (E3) permettra de on�rmer ou reti�er les relations inférées

i-dessus. Elle permettra aussi, par omparaison ave (E1), de aratériser

un autre type de soure (signal bruité) pour préiser la réponse à (Q1).

11.2.2 Observations

Un enregistrement des expérienes (E1-E3) est disponible sur le CD i-

joint (plage 23). La note hoisie pour (E1) est un ℓa1 (A2 pour les anglo-

saxons) de fréquene fondamentale f∗ = 110Hz. L'évolution temporelle et

le ontenu fréquentiel des signaux sont analysés en �gure 11.5 à l'aide d'un

spetrogramme7 pour une fenêtre de pondération de type Hann. Une sépa-

ration assez �ne des omposantes harmoniques (fk = k f∗, k = 1, 2, 3, . . . )
est assurée en hoisissant une durée d'environ 8 périodes (T =70ms≈8/f∗)

pour régler la taille de la fenêtre. Que se dégage-t-il de e spetrogramme ?

6ontre 44.1 kHz pour le CD et 48 kHz, 96 kHz ou 192 kHz en format professionnel.
7Outil disponible dans Matlab (spegram), Silab (mapsound) et d'autres logiiels par-

fois temps-réel. Signalons aussi le logiiel libre PRAAT dédié à la voix (f. [2℄).
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Fig. 11.5 � Spetrogramme (éhelle des ouleurs en déibels (dB)) et signal tem-

porel du son (CD, plage 23) : sur [0s, 6s[, la séquene (E1) orrespond à un en-

haînement adené à 1 seonde des voyelles �a� (phonème /a/), �o� /o/, �u� /y/,

�i� /i/, �e� /∅/ hantées sur la note ℓa1 (110Hz). Sur [6s, 12s[, la séquene (E2)

orrespond à la voyelle �e� /∅/ pour un glissando partant du ℓa1 (110Hz), montant

au ℓa2 (220Hz), puis redesendant au La1 (110Hz). Sur [12 s , 18 s[, la séquene

(E3) reprend l'enhaînement de (E1) ave une voix huhotée plut�t que hantée.

Observation 1 Tout d'abord, dégradons la résolution de l'image (éloignez-

vous de la �gure) ainsi que sa luminosité (plissez les yeux). Que voyons-

nous ? Pour haque voyelle, apparaît un motif omposé de (au plus) 4 bandes

horizontales, superposées, épaisses et fonées. Ces 4 bandes sont les zones

les plus énergétiques. Elles orrespondent à 4 formants qui aratérisent les

voyelles sur la plage fréquentielle [0, 4 kHz]. Nous observons que les séquenes

de gauhe (E1) et de droite (E3) dessinent le même enhaînement de motifs,

e qui orrespond au même enhaînement de voyelles. La séquene (E2) fait

apparaître un seul motif de 4 bandes, bien alignées ave les dernières bandes

de (E1) : il s'agit de la même voyelle �e�.

Observation 2 Regardons maintenant les détails du spetrogramme. La

séquene (E1) est en fait onstituée d'une grande quantité de rayures horizon-

tales �nes noires (dans l'ordre des fréquenes roissantes : 110 Hz, 220 Hz,
330 Hz, et.). Il s'agit de la déomposition en fréquenes harmoniques de la

note hantée. Si pour une voyelle hoisie, le signal était idéalement périodique

et de durée in�nie, ei orrespondrait exatement à la déomposition en série

de Fourier : (les rayures noires n'auraient idéalement plus d'épaisseur et de-

viendraient des distributions de Dira). Sur le glissando de la séquene (E2),

ette déomposition apparaît enore lairement : les rayures orrespondent

enore à des fréquenes en relation harmonique fk = kf∗ pour une fréquene

instantanée f∗ qui varie de 110 Hz à 220 Hz puis revient à 110 Hz. En�n,
sur (E3), auune struture harmonique n'apparaît : le détail ressemble plut�t

à un �fourmillement�, autrement dit, du bruit.
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Finalement, nous observons que la �partie détaillée� du spetre porte une

information aratéristique de la soure (struture �ne harmonique, bruitée,

et.) alors que les �larges bandes fréquentielles� dans lesquelles l'énergie est

onentrée (les formants) aratérisent les voyelles prononées : l'idée de

départ est retrouvée. Comment modéliser e type d'information simplement ?

11.2.3 Hypothèses minimales et modèle paramétrique

Voii des hypothèses qui répondent (à rebours) aux questions (Q1-Q3)

de manière aussi minimale que possible.

Hypothèse de stationnarité Sur la �gure 11.5, les formants de (E1,E3)

et les harmoniques de (E1) forment des trajetoires de fréquene quasi-

onstante sur des durées d'une seonde : on a un enhaînement de 6 signaux

quasi-stationnaires de durée T = 1 s. Pour (E2), l'hypothèse de stationna-

rité est enore aeptable sur des durées T ≈ 100 ms ar le glissando est

assez lent. En général, les variations sont plus rapides (as des olusives �p�,

�d�, �t�, et.). La durée T utilisée traditionnellement et qui répond à (Q3) est :

(H3) Le signal voal est supposé stationnaire pour une durée de T ≈20ms.

Filtre paramétrique représentant le onduit voal Sur une trame

de durée T , les formants engendrés par le onduit voal sont supposés im-

mobiles. Du point de vue du signal, on les représente par les résonanes

d'un �ltre tout-p�le d'ordre 2K où K orrespond au nombre maximal de

résonanes enodables, via K paires de p�les omplexes onjugués. Pour des

versions éhantillonnées de la soure exitatrie {εn}n∈Z et du signal voal

{vn}n∈Z (f. �gure 11.4) , le �ltre numérique est représenté dans le domaine

en Z par sa fontion de transfert H(z) = Z(vn)/Z(εn) donnée par

H(z) = G

[
1 +

2K∑

k=1

ak z−k

]−1

, (11.1)

où Z(xn) =
∑

n∈Z
xnz−n (pour tout nombre omplexe z appartenant à la

ouronne de onvergene de la série) dé�nit la transformée en Z de {xn}n∈Z

et où z−1 représente un retard d'un éhantillon. Les paramètres ak �xent

l'emplaement des p�les pk, liés par
∏2K

k=1(1−pk z−1) = 1+
∑2K

k=1 akz
−k. Un

tel �ltre (11.1) est représenté sur la �gure 11.3 (enveloppe (- -) du spetre

de voix) pour K =4 paires de p�les omplexes onjugués8. Le paramètre de

gain G peut être �xé sans perte de généralité, quitte à reporter son e�et sur

la soure exitatrie en hoisissant Gεn plut�t que εn : on le �xe ii à G=1.

8Les paramètres sont pk = pK+k = ρkZFe
(fk), ave ρ1 = 0, 94, f1 = 480 Hz, ρ2 = 0, 91,

f2 =1080 Hz, ρ3 =0, 93, f3 =2 kHz, ρ4 =0, 9, f4 =2, 8 kHz. On a traé |H
`

ZFe
(f)

´

| (dB)

sur [0, Fe

2
] (Fe =8 kHz) où

`

ZFe
(f)

´

−1
=exp(−2iπf/Fe) représente un retard de Te = 1

Fe

.
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En expliitant la relation Z(vn)=H.Z(εn) dans le domaine temporel, on a :

(H2) Le onduit voal est modélisé par un �ltre numérique résonant (tout-

p�le) d'ordre 2K dérit dans le domaine temporel par l'équation de réurrene

vn +
2K∑

k=1

ak vn−k = εn. (11.2)

Modèle paramétrique de la soure Répondre à (Q1) semble relever

du dé� si l'on doit traiter tous les types de signaux �soure� possibles. On

privilégie ii une approhe simple reposant sur des hypothèses ommunes à

l'ensemble des signaux. On suppose que tout signal soure est : (i) de puis-

sane �nie, (ii) de moyenne nulle9. Si l'on se limite à es hypothèses, on sait

que la loi de probabilité qui apportera le plus d'information (entropie maxi-

male) est la loi normale N (0, σ2). La variane σ2 représente ii la puissane

d'éhantillon de la soure observée en moyenne. D'après (H3), elle est sup-

posée onstante sur la trame, de sorte que :

(H1) La soure éhantillonnée εn est représentée par une variable aléatoire

gaussienne E de moyenne nulle et d'éart type σ, régie par la loi de probabilité

pE(εn|σ) =
1√
2πσ

exp
(
− (εn)2

2σ2

)
(ave σ > 0), (11.3)

où on adopte la notation standard p(εn|σ) pour la densité de probabilité on-

ditionnelle d'apparition de la valeur εn lorsqu'on est informé de la valeur σ.

Cette hypothèse sera un peu a�née en �n de hapitre.

En résumé, le modèle soure-�ltre retenu ii rassemble les hypothèses

H = {H1, H2, H3}. (11.4)

Ce modèle permet d'enoder jusqu'à K formants ainsi que la puissane

du signal de voix pour haque trame de signal stationnaire de durée T =
N/Fe ≈ 20 ms (N est le nombre d'éhantillons). Les paramètres T et K
seront hoisis pour régler le vooder. L'analyse du son voal onsistera à

estimer pour haque trame les oe�ients du �ltre et la puissane de la

soure, 'est-à-dire, le veteur

Θ = ( a1, . . . , a2K , σ )t. (11.5)

Maintenant que le modèle soure-�ltre est dérit par H, se pose la question :

(Q4) Comment estimer Θ à partir d'une trame de signal voal éhantillonné ?

9On s'intéresse à des signaux aoustiques entrés autour d'un état d'équilibre (pression
atmosphérique, débit moyen de l'éoulement d'air, et).
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L'estimation proposée ii est elle dite �par LPC�. Avant de la présenter, voii

un dernier paragraphe qui élaire (H2) par quelques notions d'aoustique.

Considérations aoustiques et ordres de grandeurs Représentons de

façon approhée un onduit voal de longueur L par une asade de K tubes

ylindriques de longueurs identiques L/K, à l'intérieur desquels se propagent

des ondes planes (f. �gure 11.4 en bas). De même, représentons la glotte par

un générateur idéal de débit et l'e�et du rayonnement aux lèvres par une

impédane aoustique de faible valeur. Que pouvons-nous tirer d'une telle

desription ariaturale ? La durée du voyage d'une onde d'une extrémité

à l'autre d'un tronçon vaut τ = L/(Kc) (c ≈ 340 m/s est la élérité du

son). À haque jontion, la ontinuité de la pression et du débit implique

qu'une fration de l'onde (dépendant du rapport des setions de tube) est

ré�éhie dans le tronçon tandis que la partie omplémentaire est transmise

(le phénomène aux extrémités est similaire). Les ombinaisons sur l'ensemble

des jontions onduisent à une fontion de transfert entre signaux aoustiques

(e.g. débit glottique vers débit aux lèvres) donné par H(z) z−K où H est de la

forme (11.1) et où z−1 orrespond à un retard de durée τ . On retrouve don

(H2) dans la mesure où le retard10 z−K n'a pas d'e�et sur les résonanes.

Donnons maintenant quelques ordres de grandeurs. La longueur typique

d'un onduit voal adulte masulin est L = 17 cm. En réglant τ omme la

période d'éhantillonnage téléphonique standard (τ = 1/Fe, Fe = 8 kHz),
on trouve que le nombre de tronçons vaut K = L/(cτe) = LFe/c = 4. Du
point de vue du signal (f. (H2)), K est aussi le nombre maximal de for-

mants enodables par H. Cei explique don le nombre de formants que nous

avons observés sur le spetrogramme (�gure 11.5) dans la plage fréquentielle

[0, Fe/2[= [0, 4 kHz[.
Terminons par deux points sur la validité du modèle aoustique. Premiè-

rement, la asade de tubes droits néglige la dérivation vers le nez. Lorsqu'elle

ommunique (voyelles nasalisées �en�, �on�, �in�, et), la avité nasale prend

de l'énergie au onduit et rée essentiellement des anti-résonanes. Ces zéros

pourraient être ajoutés via un numérateur N(z) dans (11.1) : vous testerez

si le vooder arrive à apturer la nasalisation sans ajouter ette ompli-

ation. Deuxièmement, la desription en ondes planes est aeptable pour

des longueurs d'ondes λ = c/f su�samment grandes devant elles des pre-

miers modes transverses. Donnons un ordre de grandeur dans le as simple

d'une setion rigide retangulaire de grand �té ℓ : le mode transverse le

plus bas (vitesse transverse en demi-arhe de sinusoïde, nulle sur la pa-

roi) orrespond à λ = 2ℓ. Le as le plus défavorable (ℓ ≈ 4 cm) onduit à

fcritique =340/(2×4e − 2)=4250Hz. Ainsi, le hoix Fe/2=4 kHz hoisi en

téléphonie orrespond à la valeur limite qui permet de apturer les formants

expliables par un modèle de propagation aoustique longitudinale.

10Durée Kτ =L/c de propagation d'une distane L (ii, glotte-lèvres), soit K tronçons.
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11.3 Méthode par LPC (Linear Preditive Coding)

Le sigle LPC ne vous parle pas ? Sa signi�ation de �odage par prédi-

tion linéaire� ne vous suggère auun lien évident ave e qui préède ? Cette

perplexité s'explique : le moment est venu d'éluider le titre du hapitre.

Sigle LPC Plut�t que de s'appuyer sur des notions de l'aoustique de la

voix, de l'analyse temps-fréquene de son signal vn, ou du modèle soure-

�ltre, le sigle LPC se réfère à des notions de prédition et de odage. Comme

pour le mot vooder, e voabulaire est hérité de la téléphonie et de ses

préoupations. Lesquelles ? Trouver un préditeur v̂n de l'éhantillon vn.

Comment ? À l'aide une fontion simple des éhantillons passés vn′≤n−1 : une

ombinaison linéaire. Le rideau se lève et entre en sène le préditeur linéaire

v̂n =
J∑

j=1

αjvn−j , (11.6)

où αj=1,...,J sont les J oe�ients de prédition. Pourquoi ? Comme pour

le vooder de H. Dudley, le but était de réduire le débit néessaire à la

transmission (ette fois-i, numérique) de la voix. L'idée était de reonstruire

de ourtes portions de M éhantillons à l'aide des J oe�ients αj transmis,

plus quelques autres ([24℄,[9, �8℄), dans le asJ ≪ M . Ce odage du signal

par les oe�ients d'un préditeur linéaire est ainsi à l'origine du sigle LPC.

Aujourd'hui, il est une brique de base de la plupart des odeurs de voix11.

Lien ave le modèle soure-�ltreH Dans l'approhe par LPC, on hoisit

lesαj pour que sur la portion des M éhantillons traités, l'erreur de prédition

ηn = vn − v̂n (11.7)

soit minimale en un sens à préiser12. Pour les oe�ients optimaux, ette

erreur porte le nom d'innovation : quand le proessus n'est pas exatement

préditible (ηn 6=0), on le onsidère omme doué d'innover spontanément. Un

lien évident entre (11.6)-(11.7) et (11.1) apparaît en hoisissant d'identi�er :

J =2K, ηn =εn, αj =−aj , et M =N (pour rappel, T =N/Fe).

L'équivalene semble mirauleuse pour des approhes aussi di�érentes (onsi-

dérations a priori sur un signal abstrait pour le préditeur ontre l'exploita-

tion de spéi�ités de la voix pour H). Cette renontre ne tiendrait probable-

ment plus si l'on devait ra�ner es approhes. Il est néanmoins remarquable

que les voables innovation et exitation trouvent des interprétations onor-

dantes : sur une trame, l'exitation du onduit voal est bien la partie qui

varie et innove le plus dans le proessus de génération du signal de voix.

11La toute première utilisation eut lieu en déembre 1974 entre Culler-Harrison Inorpo-
rated (Gioleta, Californie) et le laboratoire Linoln du MIT (Lexington, Massahuetts) [9℄.

12Par exemple, l'erreur quadratique moyenne apparaît omme un hoix intuitif et simple.
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Le lien ave (H2,H3) explique le voabulaire. Reste à onstruire un es-

timateur de Θ fondé sur H (en partiulier (H1)) plut�t que sur la minimi-

sation d'une erreur moyenne abstraite d'un préditeur donné a priori. Entre

en sène, la vraisemblane des données observées. De quoi s'agit-il ?

11.3.1 Approhe retenue pour l'analyse du signal de voix

Isolons une trame de signal (v1, v2, . . . , vN ) observé pendant une durée

T = N/Fe. Supposons es éhantillons orretement dérits par H. Estimer

la valeur de Θ pour es données, 'est se poser la question :

(Q4) Quelle valeur de Θ onorde le mieux ave la trame (v1, v2, . . . , vN ) ?

Quelle signi�ation attribuer à �onorder le mieux� ? Un hoix sensé est de

onsidérer qu'il s'agit de la valeur de Θ pour laquelle les données observées

auront la plus grande probabilité d'apparaître. En d'autres termes, il s'agit de :

Étape (i) : modéliser (v1, v2, . . . , vN ) omme une réalisation deN variables

aléatoires sous la onnaissane du modèle de génération H et Θ ;

Étape (ii) : rendre maximale leur probabilité d'apparition selon Θ.

La densité de probabilité de (v1, . . . , vN ) onnaissant H et Θ est notée

PN = p
(
v1, . . . , vN

∣∣H , Θ
)
. (11.8)

Elle dé�nit la fontion de vraisemblane des données v1, . . . , vN pourH et Θ.

La déouverte de ette fontion intrigue parfois lorsqu'on s'aperçoit qu'il

s'agit d'une probabilité onditionnelle pour laquelle : (a) les variables aléa-

toires orrespondent à la partie onnue (ii, les données v1, . . . , vN ) et (b) la

partie inonnue est onsidérée déterministe (ii,Θ). En fait, ei n'a rien de

ontraditoire. La nature aléatoire ou déterministe des variables provient du

hoix d'un modèle13 (ii, H). Par ailleurs, le statut onnu ou inonnu des

mêmes variables ne dépend pas du hoix de modèle mais du hoix d'une

expériene14 (ii, la aptation d'un signal voal).

Le prinipe du maximumde vraisemblane a justement l'originalité

d'établir une valeur pertinente d'une variable déterministe inonnue à partir

de l'observation d'une réalisation de variables aléatoires. Il est retenu ii :

(H4) La valeur optimale du paramètre Θ pour une trame v1, . . . , vN donnée

est elle qui rend maximale la vraisemblane (11.8) de ette trame.

13Le lané de dé est un as emblématique : la mauvaise maîtrise et la sensibilité aux ondi-
tions expérimentales (géométrie, matériaux, onditions initiales) amènent à représenter le
numéro obtenu par une variable aléatoire plut�t que l'équilibre de �n de trajetoire gouver-
née par des lois de méanique. Cette préférene se justi�e mais reste un hoix de modèle.

14Vous voii phylogénétiien ! Après analyse au mirosope, un minusule éhantillon
pileux olleté par vos soins semble appartenir à une espèe non identi�ée. Il pourrait s'agir
d'un fameux haînon manquant dans la théorie de l'évolution de Darwin. Pas question de
reourir à de l'aléatoire ! Pour votre prix Nobel, il vous faut deux preuves : l'âge (datation
au arbone 14) et le génome (répliation d'ADN à partir d'une solution protéinée réente).
Ces tehnologies requièrent et détruiront haune l'éhantillon omplet ! C'est l'expériene
hoisie (impérativement unique) qui séletionnera la quantité onnue et elle inonnue...
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11.3.2 Résolution

Étape (i) L'expression de la vraisemblane se déduit des 2 règles de alul

de probabilités, rappelées i-dessous :

(PC)Probabilité onditionnelle : la probabilité d'apparition des évè-

nements a et b sahant c est donnée par

p(a, b|c) = p(a|b, c) p(b|c) = p(b|a, c) p(a|c).

(CV)Changement de variable : les densités de probabilité pY et pX

de deux variables aléatoires en bijetion y=f(x) sont reliées par

pY (y) =
∣∣f ′◦f−1(y)

∣∣−1
pX

(
f−1(y)

)
.

Cette formule se généralise pour des probabilités onditionnées par

une hypothèse ommune H̃, simplement ave pX(x|H̃) et pY (y|H̃).

D'après (PC), en partitionnant (v1, . . . , vn) en a = (v1, . . . , vn−1) et b =
vn, on trouve la relation générale suivante pour 2≤n≤N ,

Pn =p(v1, . . . , vn |Θ,H )=p(vn |v1, . . . , vn−1, Θ,H )︸ ︷︷ ︸
déf
= πn

p
(
v1, . . . , vn−1 |Θ,H

)
︸ ︷︷ ︸

= Pn−1

,

(11.9)

et PN =πN PN−1 =πN πN−1 PN−2 = · · · =πN . . . π2 P1 où P1 =π1. Reste à expri-

mer πn (vraisemblane de vn pour v1, . . . , vn−1, Θ,H) grâe à notre modèle.

Dans (CV), on a pY =πn en hoisissant y=vn et H̃ ={v1, . . . , vn−1, Θ,H}.
La densité de probabilité donnée par (H1) est elle de x=εn. Le hangement

de variable fourni par (H2) s'érit y = f(x) = x+κ ave κ =−∑2K
k=1akvn−k.

Pour que f dé�nisse bien une fontion et pour appliquer (CV), κ doit être

onnue sous l'hypothèse H̃. Cette ondition est remplie sin>2K. Ainsi, on a

πn = p(vn | v1, . . . , vn−1, Θ,H ) = pE

(
vn+

2K∑

k=1

akvn−k

∣∣∣ v1, . . . , vn−1, Θ,H
)

=
1√
2πσ

exp

(
−
[
vn+

∑2K
k=1 akvn−k

]2

2σ2

)
, si n > 2K. (11.10)

Au �nal, appliquer (11.9-11.10) pour n∈T=[2K+1, N ]N onduit à une

forme semi-expliite PN =fT(Θ)P2K où fT(Θ)=
∏

n∈T
πn est donnée par

fT(Θ) =

[
1√
2πσ

]d(T)

exp
(
− QT(Θ)

2σ2

)
ave QT(Θ)=

∑

n∈T

[
vn+

2K∑

k=1

akvn−k

]2
, (11.11)

ave d(T) = ardT = N −2K etΘ = (a1, . . . , a2K , σ)t. Poursuivre le proédé

itératif pour n≤2K requiert une information absente de H (de v0 pour π2K

à v−2K+1 pour π1) réusée par (H3). Expliiter P2K pose don la question :

(Q5) Quelle information onsidérer en bord de trame ?
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Esale : la méthode par LPC, sa jungle, ses hoix Le problème qui

émerge ii n'est pas anodin. Il révèle que (H4) n'apporte pas de réponse bien

posée à (Q4) pour le modèle H. L'ouvrage [9, partie 1℄ de Robert Gray15

sur l'histoire de la méthode en témoigne : (Q4) n'a pas de réponse univoque

évidente. D'ailleurs, ertaines approhes ne sont ni fondées sur la vraisem-

blane, ni sur H et ertaines variantes règlent même d'emblée le problème

de gestion du bord de trame. Il n'en reste pas moins que, dans tous les as,

de manière expliite ou impliite, un hoix est fait qui répond à (Q5). Des

solutions standard reviennent, du point de vue de la vraisemblane, à :

(A) s'intéresser enore à la vraisemblane de la trame (v1, . . . , vN ), quitte à

ompléter H par une information annexe (a priori ou ontextuelle),

(B) s'intéresser plut�t à la vraisemblane d'un signal virtuel idéalisé (vn)n∈Z,

dont la trame ne représenterait qu'un extrait.

Voii deux exemples (1 et 2) pour haune des deux approhes (A et B).

(H5) On modi�e (H4) soit en omplétant H par (A1) ou (A2), soit en onsi-

dérant la vraisemblane des signaux (vn)n∈Z dérits par (B1) ou (B2) ave

hoix (A1) : les éhantillons v1−2K , . . . , v0 sont onsidérés nuls,

hoix (A2) : les éhantillons v1−2K , . . . , v0 sont onnus (ar mesurés),

hoix (B1) : la trame (v1, . . . , vN ) isole l'extrait non nul du signal omplet,

hoix (B2) : la trame est extraite d'un signal stationnaire ergodiquea.

aRappel : un proessus aléatoire est stationnaire si ses propriétés statistiques sont indépendantes du
temps. Il est de plus ergodique si ses moyennes statistiques (onstruites ave l'espérane mathématique)
sont égales aux moyennes temporelles (i.e. si les statistiques se véri�ent en moyenne dans le temps).

Les approhes (A) permettent le alul itératif de P2K qui onduit à (11.11)

ave T=[1, N ]N où, pour tout n<1, vn est nul (asA1) ou donné (asA2).

Le as (B1) interprète (vn)n∈Z omme un silene interrompu par une par-

tie ourte de phonème. Une propriété immédiate de (B1) est que pour tout

T ⊇ T
⋆ =[1−2K, N+2K]N, la vraisemblane de (vn)n∈T vaut fT(Θ) ave

QT(Θ) =
∑

n∈Z

[
vn+

2K∑

k=1

akvn−k

]2
=
∑

n∈T⋆

[
vn+

2K∑

k=1

akvn−k

]2 (
=
∑

n∈T⋆

ε2
n

)
.

Ainsi, les oe�ients optimaux ak et le �ltre H assoié restent invariants

pour tout T ⊇ T
⋆. Ce n'est pas le as de la puissane moyenne σ2 : ii, le

paramètre invariant (pour T ⊇ T
⋆) est l'énergie totale de la soure

∑
n∈T⋆ ε2

n.

La partiularité de (B2) est de herher à n'apporter auune information

extérieure à la trame (v1, . . . , vN ) : on préfère aboutir à la forme fT(Θ) en

préservant des propriétés statistiques plut�t qu'en imposant des valeurs de

signal, pour des raisons et en un sens repréisés plus loin.

Ces hoix onduisent tous à la forme fT et ont peu d'impat numérique

dès queN ≫2K (typiquement,N =8000×0.02=160, 2K =8). Leur motivation

vient plut�t de propriétés. Pour �xer un hoix, intéressons-nous à l'étape (ii).

15L'un des pères de la méthode par LPC.
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Étape (ii) Maximiser la vraisemblane fT selon Θ (obtenue ave (11.11)

pour un hoix (v, T) de (H5)), 'est enoreminimiser l'anti-log-vraisemblane

LT = − ln fT =
d(T)

2
ln(2π) + d(T) lnσ +

QT

2σ2
, (11.12)

puisque x 7→ − lnx est stritement déroissante (éliminer ainsi l'exponen-

tielle de QT simpli�e les aluls de l'optimisation). Cei ramène à la question :

(Q6) Quelle valeur de Θ minimise l'anti-log-vraisemblane LT ?

Comme Θ 7→ LT(Θ) est régulière16, son gradient s'annule à ses extrema :

∂LT

∂Θ
= (0, . . . , 0)t ∈ R

2K+1, ( ave pour rappel, Θ=( a1, . . . , a2K , σ )t).

On examine la dérivée partielle selonσ d'une part, et les ak d'autre part. Ainsi,

∂LT

∂σ
=

d(T)

σ
− QT

σ3
=

d(T)

σ3

(
σ2 − QT

d(T)

)

dé�nit une fontion de σ(>0) négative puis positive qui s'annule si17

σ2 =
QT

d(T)
(variane optimale), soit enore σ=

√
QT

d(T)
(éart-type). (11.13)

D'autre part, l'optimalité18 de ap (1≤p≤2K) est dérite par (f. (11.11-11.12))

0 =
∂LT

∂ap

=
1

2σ2

∂QT

∂ap

=
1

σ2

∑

n∈T

[
vn−p

(
vn+

2K∑

k=1

akvn−k

)]

=
1

σ2

[
Rp,0+

2K∑

k=1

Rp,kak

]
, ave Rp , k =

∑

n∈T

vn−pvn−k. (11.14)

Finalement, le vooder peut être onstruit à partir d'un hoix de (H5) et de

(H6) La valeur de Θ qui minimise LT s'obtient ave l'algorithme suivant :

I. Résoudre le système linéaire formé par les 2K équations (11.14),




R1,1 R1,2 . . . R1,2K

R2,1 R2,2 R2,2K

...
...

R2K,1 R2K,2 . . . R2K,2K







a1

a2
...

a2K


 = −




R1,0

R2,0
...

R2K,0


 .

II. Caluler l'éart-type (11.13) grâe à (11.11) ave les ap optimaux.

En résumé, il s'agit d'inverser la matrie symétrique positive (2K × 2K) qui

apparaît dans (H6.I), puis de aluler une somme de arrés dans (H6.II).

16On exlut les trames de signal nul, seuls as pour lesquels σ et QT sont nuls.
17L'optimum est don bien un minimum. Il orrespond à hoisir σ2 omme l'énergie

moyenne de la soure sur T puisque QT =
P

n∈T
ε2

n (énergie de la soure umulée sur T).
18D'après (11.11), on rérit QT(Θ) = (1, a1, . . . , a2K) M (1, a1, . . . , a2K)t où la matrie

M = M t =
P

n∈T
un

t un ave un = (vn, vn−1, . . . , vn−2K)t est symétrique positive. Cette
dernière propriété garantit qu'une valeur extrémale de QT selon les ak sera un minimum.
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Toëplitz or not Toëplitz ? Voii le problème résolu pour les hoix (A1),

(A2) et (B1). Vite, vous implantez votre vooder en pro�tant du �anevas de

ode� graieusement o�ert en setion 11.4. Après quelques instants de labeur,

vos premiers sons voodés arrivent et tout ela vous paraît épatant. Pourtant,

rajouter un dernier e�ort eût été bien pro�table : jugez par vous-même...

L'algorithme qu'il reste à établir (algorithme de Durbin-Levinson) est

responsable du suès tehnologique de la méthode par LPC qu'on ne trouve

d'ailleurs que sous ette forme. Son e�aité lui a valu d'être intégré dans les

premiers téléphones mobiles et autres systèmes à ressoures limitées. Quelle

est ette prodigieuse propriété ? En exploitant astuieusement la struture

de Toëplitz19 symétrique d'une matrie donnée, il est possible de ramener le

alul de son inverse d'une omplexité algorithmique de O(P 3) à O(P 2).

Cei nous onernerait-il ? Presque pour les as (A) et oui pour les as (B).

En e�et, onsidérons la matrie symétrique dé�nie dans (H6.I) :

as (A) : Les quantités Rp,k et Rp+1,k+1 partagent formellement N−1 termes

sur les N qui les omposent (aveT=[1, N ]N). Pour p, k≥1, la déviation
vaut Rp,k−Rp+1,k+1 =vN−pvN−k−v1−pv1−k (où v1−pv1−k =0 pour (A1)).

as (B1) Ce as onduit bien à une matrie de Toëplitz puisque (f. p.20),

pour tout (p, k) ∈ [1, 2K]2
N

et T ⊇ T
⋆, Rp,k =

∑
n∈T

vn−p vn−k =∑
n∈Z

vn−p vn−k est une fontion de |p− k|. On note Rp,k =R
(
|p−k|

)
.

as (B2) : Pour un signal aléatoire (ṽn)n∈Z, l'hypothèse de stationnarité

implique que pour tout n et p, E(ṽmṽn) ne dépend que de |m − n|
(E désigne l'espérane) : E(ṽnṽn−p) = R̃

(
|p|
)
dé�nit l'auto-orrélation

du signal (ṽn)n∈Z. L'hypothèse d'ergodiité signi�e que l'espérane or-

respond aussi à la moyenne temporelle. Supposer (B2) revient don à

supposer que ṽn est le signal vn (n ∈ T = [1, N ]N]) prolongé hors de

n ∈ [1, n]N de sorte qu'il onserve les mêmes propriétés statistiques (ii,

une moyenne nulle et Ri,j proportionnel à R̃|i−j| de sorte qu'on retrouve

la propriété de Toëplitz). Deux estimateurs de l'auto-orrélation R̃
(
|p|
)

pour une trame �nie (v1, . . . , vN ) sont donnés par (f. e.g. [20℄) :

(B2a) : R̃a(k) = 1
N

∑N
n=1+|k| vnvn−|k| (estimateur biaisé),

(B2b) : R̃b(k) = 1
N−|k|

∑N
n=1+|k| vnvn−|k| (estimateur non biaisé).

Choix �nal, propriétés et équations de Yule-Walker Du point de

vue du traitement de signal, les hoix de type (A) reviennent à appliquer

une fenêtre de pondération sur le signal soure seul20. Ils onduisent aux

méthodes par LPC souvent dites �à ovariane�. Dans e as, non seulement

19Rappel : une matrie T est de Toëplitz si haque diagonale est remplie par une même
valeur, 'est-à-dire, si Tp+1,k+1 =Tp,k.

20Ii, la soure est onsidérée ative (variane pondérée par wn =1) pour 1≤n≤N et
inative (variane pondérée par wn = 0) sinon. Ainsi, la probabilité de sa nullité hors de
la trame est ertaine et on ne peut que se limiter à étudier la vraisemblane de la trame.
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la matrie de (H6.I) n'est pas de Toëplitz mais il n'y a pas de garantie

d'obtenir un �ltre H stable. es méthodes sont don éartées ii21.

Les hoix de type (B) reviennent à appliquer une fenêtre de pondération

sur le signal voal seul (pour plus de détails, onsulter [21℄, par exemple).

Ils onduisent aux méthodes par LPC dites �à auto-orrélation�. La matrie

de (H6.I) est alors de Toëplitz. De plus, pour le hoix de l'auto-orrélation

biaisée, on sait que le �ltre obtenu est stable à phase minimale (il transfert

l'énergie au plus vite). C'est e hoix, ommun à B1 et B2 à une onstante

multipliative près, que nous retiendrons �nalement :

(H7) Une trame de support T = [1, N ]N est supposée extraite d'un proessus

stationnaire ergodique dont l'auto-orrélation est donnée par son estimateur

biaisé R̃a. Sous ette hypothèse, d(T) = N et, dans (11.14) et (H6.I), Rp,k est

remplaé par l'estimateur

Rp,k ≈ N R̃a

(
|p − k|

)
=

N∑

n=1+|p−k|

vn vn−|p−k| =
∑

n∈Z

vn vn−|p−k|, (11.15)

où l'on a prolongé le signal v1, . . . , vN par des zéros.

La résolution de (H6) ave (H7) fournit le paramètre optimal Θ reherhé.

Toutefois, on préfère souvent regrouper (H6.I) et (H6.II) sous la forme d'une

unique équation matriielle en remarquant que, d'après (11.11), (11.13),

(11.14) et en notant a0 = 1, on a

Nσ2 = QT =
2K∑

k1=0

ak1

2K∑

k2=0

ak2

∑

n∈Z

vn−k1
vn−k2

=
2K∑

k1=0

ak1

2K∑

k2=0

ak2
R|k1−k2|

=
2K∑

k1=0

ak1
Rk1

.

Cei fournit la première ligne des �équations de Yule-Walker� données par :

(H8) On a à résoudre en Θ = ( a1, . . . , a2K , σ )t,




R0 R1 R2 . . . . . . . . . R2K

R1 R0 R1 . . . . . . . . . R2K−1

R2 R1 R0 R1 . . . . . . R2K−2
...

...
. . .

. . .
. . .

...

...
...

. . .
. . . R1

R2K R2K−1 . . . . . . . . . R1 R0







1

a1

a2
...

...

a2K




=




Nσ2

0
0
...

0
0




(11.16)

21En revanhe, indiquons que le signal est mieux expliqué (résidu ε plus faible) par es
approhes que elles de type (B).
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11.3.3 Algorithme de Durbin-Levinson

Pour ramener de O(P 3) à O(P 2) la omplexité, la résolution de l'algo-

rithme de Durbin-Levinson s'appuie sur deux points lefs :

(A) l'exploitation d'une identité remarquable satisfaite par les matries

de Toëplitz symétriques (propriété 1 i-dessous),

(B) une proédure itérative sur l'ordre P du modèle.

Propriétés 1 (Matrie de Toëplitz symétrique) Soit Jp la matrie anti-

diagonale p × p dé�nie par

Jp =




0 . . . 0 1
...

...
... 0

0

...
...

...

1 0 . . . 0




.

Soit Tp une matrie de Toëplitz symétrique p × p. Alors Tp véri�e l'identité

Jp Tp Jp = Tp. (11.17)

Cei se déduit immédiatement de la remarque 1(i) suivante.

Remarque 1 (i) Multiplier une matrie par Jp à gauhe (respetivement, à

droite) inverse l'ordre de ses lignes (respetivement, de ses olonnes) ; (ii) La

matrie (Jp)
2 est la matrie identité. En résumé,

Jp




L1

L2
...

Lp


 =




Lp

...

L2

L1


 ,

[
C1 C2 · · · Cp

]
Jp =

[
Cp · · · C2 C1

]
et (Jp)

2 = Ip.

Problème à résoudre Considérons la suite de problèmes (Pp)p=0,...,P ave

(Pp) : Rp

[
1
Ap

]
=

[
ρp

0p×1

]
, (11.18)

où la matrie Rp =




R0 R1 . . . . . . Rp

R1 R0
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . R0 R1

Rp . . . . . . R1 R0




∈ Mp+1,p+1(R
+) est onnue

et où le veteur Ap =




a
(p)
1

a
(p)
2
...

a
(p)
p



∈ Mp,1(R) et le salaire ρp sont inonnus.
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Résolution

Étape d'initialisation : Pour p = 0, on trouve que ρ0 = R0 (et A0 est vide).

Étapes de la réursion : Soit p ≥ 1 et supposons le problème Pp−1 résolu.

Alors, on a

Rp




1
Ap−1

0


 =




ρp−1

0(p−1)×1

δp


 , (11.19)

où les p premières lignes sont naturellement satisfaites d'après Pp−1 et où la

dernière ligne introduit un ertain oe�ient δp donné par

δp = Rp +
[
Rp−1, . . . , R1

]
Ap−1. (11.20)

Multiplions (11.19) par Jp+1 à gauhe et substituons Rp par Jp+1 RpJp+1

(en aord ave la propriété 1). On obtient alors

(Jp+1)
2 Rp Jp+1




1
Ap−1

0


 = Jp+1




ρp−1

0(p−1)×1

δp


 . (11.21)

Puisque (Jp+1)
2 vaut l'identité, on peut fatoriser Rp à gauhe dans la om-

binaison linéaire d'équations (11.19)−kp(11.21). L'ériture détaillée de ette

équation donne




R0 R1 . . . . . . Rp−1 Rp

R1 R0 R1 Rp−1
... R1

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . R1

...

Rp−1 R1 R0 R1

Rp Rp−1 . . . . . . R1 R0










1

a
(p−1)
1
...
...

a
(p−1)
p−1

0




− kp




0

a
(p−1)
p−1
...
...

a
(p−1)
1

1







=




ρp−1

0
...
...

0

δp




− kp




δp

0
...
...

0
ρp−1




.

Si on hoisit kp de sorte à annuler la dernière ligne, 'est-à-dire tel que

δp − kp ρp−1 = 0, (11.22)

on retrouve une équation de la forme (11.18) pour laquelle




1

Ap


 =




1

Ap−1

0


 − kp




0

Jp Ap−1

1


 (11.23)

ρp = ρp−1 − kp δp. (11.24)

Cei fournit la solution du problème (Pp).
La forme la plus ompate de l'algorithme de Durbin-Levinson est ob-

tenue à partir des équations réurrentes fournies par : a© l'équation (11.22)

dans laquelle on a substitué δp par (11.20), puis b© la partie basse (sous le

trait) de l'équation (11.23), et en�n © l'équation (11.24) dans laquelle on a

éliminé δp grâe à (11.22). Cei onduit au résultat suivant.
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Algorithme 1 (Durbin-Levinson)

Initialisation : ρ0 := R0, A0 := [].
Réurrene : Pour p allant de 1 à P exéuter :

a© kp := (Rp +
[
Rp−1, . . . , R1

]
Ap−1)/ρp−1,

b© Ap :=

[
Ap−1

0

]
− kp

[
Jp Ap−1

1

]
,

© ρp :=
(
1 − (kp)

2
)
ρp−1.

Ation Nombre d'opérations

+ ou − × /

ρ0 := R0, A0 := [ ] 0 0 0

kp := (Rp+1 +
[
Rp, . . . , R1

]
Ap−1)/ρp−1 p p 1

Ap :=

[
Ap−1

0

]
− kp

[
Jp Ap−1

1

]
p p 0

ρp :=
(
1 − (kp)

2
)
ρp−1 1 2 0

Total 2p + 1 2p + 2 1

Total pour 1 ≤ p ≤ P P (P + 2) P (P + 3) P
= 2P (P + 3)

Tab. 11.1 � Détail du nombre d'opérations en virgule �ottante pour l'algo-

rithme 1 : la omplexité algorithmique est de 2 P (P + 3) ≡ O(P 2).

Quelques remarques et résultats onnus On peut montrer que si RP

est inversible, alors |kp| < 1 (1 ≤ p ≤ P ) de sorte que toutes les quanti-

tés sont alulables22. De plus, le �ltre H(z) peut aussi s'érire diretement

à partir des oe�ients kp (plut�t que ap) grâe à la représentation dite

�en treillis�. Cette représentation permet une simulation e�ae dans le do-

maine temporel (f. [18, 1℄ pour plus de détails). Dans ette struture, les

paramètres kp s'interprètent omme des oe�ients de ré�exion qu'on peut

relier aux ré�exions que subiraient à haque jontion les ondes aller/retour

voyageant dans une suession de tubes aoustiques droits (f. �gure 11.4 et

les onsidérations aoustiques en page 16).

Dans l'algorithme, la quantité ρp joue le r�le de l'inonnue Nσ2 (= ρN )
de (11.16), dans le as d'un modèle d'ordre p. Sa déroissane ave p peut

s'interpréter de la façon suivante. Si l'on fait roître l'ordre p du modèle, le

�ltre s'adapte de mieux en mieux aux données. Ainsi, l'exitation assoiée

n'a plus à prendre en harge ertaines variations des données (désormais

expliquées par le �ltre), e qui réduit l'éart-type σ.

22On trouvera une étude très préise du onditionnement numérique de l'algorithme
dans [14℄.
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11.3.4 Tests et pré-aentuation

L'algorithme 1 qui résout (H7-H8) est testé sur les trames repérées sur

la �gure 11.5 par des lignes vertiales (voyelles a, u, e des expérienes (E1)

et (E3), Ttrame =70ms) pour des paramètres standard de téléphonie (Fe =
8 kHz, K =5). Les résultats sont présentés en �gure 11.6, (E1,vn) et (E3,vn).

Observations Les formants sont assez bien apturés pour la voix huho-

tée (E3) mais plut�t mal pour la note tenue (E1). De plus, pour une même

voyelle de (E1) et (E3), les orrespondanes des formants sont globalement

déevantes. Puisque la qualité de la soure a tant d'impat, il faut ra�-

ner (H1). Quelle modi�ation simple pourrait apporter une amélioration ?

Dans (H1), le signal soure a été supposé de moyenne nulle et ne pri-

vilégiant auune fréquene (on parle souvent de bruit à spetre plat ou de

bruit blan par analogie ave la ouleur et le spetre des ondes életroma-

gnétiques). Or, d'une part, on onstate que les spetres ne sont pas d'énergie

nulle à la fréquene nulle. D'autre part, outre les résonanes formantiques,

leur énergie a systématiquement tendane à déroître ave la fréquene.

En dessous de 4kHz, la pression aoustique rayonnée en hamp lointain

est quasi-proportionnelle à la dérivée temporelle du débit aoustique aux

lèvres : le signal subit un gain de 6 déibels par otave. Par ailleurs, le débit

glottique (signal soure) à un omportement très passe-bas, d'autant plus

pour les sons voisés. Le bilan, visible en �gure 11.6 (E1,vn)-(E3,vn), reste un

omportement passe-bas, à ompenser pour être en bon aord aveH.

Révision du modèle Un moyen simple de représenter le omportement

globalement passe-bas du ouple signal de soure et rayonnement onsiste à

onsidérer �nalement le signal εn omme un bruit blan de type (H1) �ltré

par un passe-bas élémentaire (un intégrateur). Aussi, pour rendre e�ae

l'analyse par LPC, on ompense et intégrateur en appliquant un dérivateur

(numériquement, une di�érene D(z) = 1 − z−1) au signal23 vn :

(H9) Pour rendre e�ae l'analyse par LPC sur le son voal, on l'applique

sur le signal δvn = vn − vn−1 plut�t que vn. Le �ltre dérivateur de fontion de

transfert D(z) est appelé �ltre de pré-aentuation.

L'appliation du �ltre de pré-aentuation onduit aux résultats (E3,δvn)

et (E1,δvn) de la �gure 11.6 qui sont en e�et meilleurs que (E1,vn) et (E3,vn).

Cei est on�rmé par l'analyse par LPC omplète du signal voal représentée

en �gure 11.7. On y retrouve bien les formants, leurs trajetoires temporelles

et les fameux motifs omposés de 4 formants remarqués dans l'observation 1

(page 13) et la �gure 11.5. La similarité des enhaînements de (E1) et de

(E3) est également bien apturée par la méthode.

23La ommutation du �ltre H(z) de (H2) et de D(z) est possible ar, sur haque trame,
le �ltre H(z) est invariant dans le temps.
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Fig. 11.6 � Spetre (−, en dB) et réponse fréquentielle des �ltres (−, en dB)

estimés par l'algorithme de Durbin-Levinson (P =2K, K =5) sur les signaux
éhantillonnés (Fe = 8 kHz) de voix naturelle (vn) et pré-aentuée (δvn)

pour les trames loalisées en �gure 11.5 par des lignes vertiales (voyelles a,

u, e des expérienes (E1) et (E3), Ttrame =70ms).
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Fig. 11.7 � Réponses fréquentielles des �ltres (niveau de ouleur en dB) en fontion

du temps de début de trame (signal δvn, Ttrame = 70ms, Fe =8 kHz, K =4).
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11.4 Travail pratique : onstrution du Vooder

Vous voii maintenant maître du jeu. Le matériau fourni pour onstruire

votre vooder par LPC est le suivant :

a. le synopsis dérit en partie 11.4.1,

b. le anevas de ode Silab fournit en partie 11.4.2,

. l'algorithme 1 détaillé page 26.

11.4.1 Synopsis

Les éléments dérits préédemment ont expliqué et résolu le problème

de la séparation exitation/onduit voal. La �gure 11.3 rappelle le prinipe

d'analyse/synthèse du vooder. En pratique, pour avoir un résultat agréable

à l'éoute, il reste deux points auxquels penser :

� à haque trame de signal musial traité, il faut appliquer le �ltre estimé

mais aussi une ampli�ation de gain σ, piloté par la soure (un silene

sur le signal de voix doit rester un silene sur le signal voodé) ;

� gommer la rugosité sonore qui apparaîtrait si l'on se ontentait de

juxtaposer les �trames voodées�.

Pourquoi e dernier point ? Les �ltres estimés d'une trame à une autre sont

distints (même s'il sont prohes). Ainsi, es di�érenes seront à l'origine de

sauts à haque raord de trames. Ces artefats apparaîtront ave la période

du pas d'avanement de l'analyse et l'oreille l'entendra immédiatement. Une

solution basique onsiste à �gommer� es artefats en e�etuant un fondu

enhaîné à haque raord sur de ourtes zones de reouvrement, omme

ela est réapitulé dans la �gure 11.8.

11.4.2 Code à ompléter

Voii un anevas de ode Silab à partir duquel vous pourrez onstruire

votre vooder par LPC. En fait, la plupart des fontions (y ompris le alul

de l'auto-orrélation et l'algorithme de Durbin-Levinson) sont disponibles

sous Silab. Néanmoins, il pourra être intéressant de oder es ourtes fon-

tions (nommée i-dessous, AutoCorrel et Levinson) vous-même et d'ap-

préier leur fontionnement : vous pourrez en pro�ter pour omparer les

résultats des fontions natives aux v�tres a�n de valider votre ode et aussi

omparer les temps d'exéution.

Le �hier ProgVooderLPC.si est le programme à appeler : il harge,

prépare, voode, normalise et sauve les sons au format wav. Les fontions à o-

der par vos soins sont rassemblées dans le �hier FontionsVooderLPC.si.

Pour failiter la leture du ode, les veteurs sont notés ave le su�xe _v et les

matries (ou tableaux) ave le su�xe _m. Un exemple de programme d'exéu-

tion qui appelle es fontions est fourni dans le �hier ProgVooderLPC.si.
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Fig. 11.8 � Synopsis du vooder. Les fondus enhaînés sont onstruits à partir

de gains appliqués à haque trame : rampe linéaire roissante (de 0 à 1 au

début d'une nouvelle trame), puis gain unitaire, puis gain déroissant (de 0

à 1 en �n de trame) de sorte que la somme des enveloppes de gain donne la

onstante 1. Rq : Il faut veiller à la bonne synhronisation des signaux dans

les zones de reouvrement.



11.4. TRAVAIL PRATIQUE : CONSTRUCTION DU VOCODER 31

Fihier FontionsVooderLPC.si

funtion [T_m℄=DeoupeEnTrames(Sig_v,Fe,TpsTrame,TpsMix)

// A REMPLIR (la olonne i de la matrie T_m sera la ieme trame; pour eviter
// les boules, onstruire un tableau d'indies Ind_m puis T_m(:)=Sig_v(Ind_m);

endfuntion;

funtion [Sig_v℄=RemixTrames(T_m,Fe,TpsTrame,TpsMix);

// A REMPLIR

endfuntion;

funtion [A_v,sigma2,K_v℄=Levinson(R_v);
// [A_v,sigma2,K_v℄=Levinson(R);
// A_v=[1,a1,...,a_ordre℄.' est le veteur des oeffiients du filtre
// Rq: 1. ordre=length(R)-1
// 2. sigma2 est la variane de la variable aleatoire e_n
// 3. K_v est le veteur des oeffiients de reflexion

// A REMPLIR

endfuntion;

funtion [R_v℄=Autoorrel(V_v,n)
// V_v: veteur signal
// n : nombre de oeffiients d'autoorrelation
// R_v: oeffiients de l'autoorrelation

// A REMPLIR (pour eviter les boules, utiliser indies et produit matriiel)

endfuntion;

funtion SonVooder_v=VooderLPC(Voix_v,Musique_v,Fs,OrdreLPC,TpsTrame,TpsMix)

// 1. Preaentuation du signal de voix
Voix_v=diff(Voix_v);

// 2. Formattage en veteur olonne ave longueurs identiques
N = min([length(Voix_v),length(Musique_v)℄);
Voix_v = Voix_v(1:N); Voix_v = Voix_v(:);
Musique_v = Musique_v(1:N); Musique_v = Musique_v(:);

// 2. Deoupage en Trames: TVoix_m et TMusique_m
// A REMPLIR

// 3. Constrution des trames de sortie (analyse LPC et filtrage
// pour haque trame)
[NbEhTrame,NbTrames℄ = size(TVoix_m);
TSortie_m = zeros(NbEhTrame,NbTrames);
for n=1:NbTrames,
// A REMPLIR
end;

// 4. Remixage des trames stokees dans TSortie_m
// A REMPLIR

endfuntion;
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Fihier ProgVooderLPC.si

staksize(4000000);
exe('FontionsVooderLPC.si');

// 1. Sons et parametres
DirSon = '';
FihierVoix = 'voix.wav';
FihierMusique = 'musique.wav';

Fe = 16000; // frequene d'ehantillonage onsideree
OrdreLPC = 2*8; // hoix de 8 formants maximum pour Fe=16kHz
TpsTrame = 20e-3; // en seonde
TpsMix = 5e-3;

// 2. Chargement des sons monophoniques (pour les sons stéréophoniques,
// seletionner une seule voie ou la moyenne des deux voies)
[Voix_v,Info℄ = loadwave(DirSon+FihierVoix);
FVoix = Info(3);
[Musique_v,Info℄ = loadwave(DirSon+FihierMusique);
FMusique = Info(3);

// 3. Re-ehantillonnage
Voix_v = intde(Voix_v(:,1),Fe/FVoix);
Musique_v = intde(Musique_v(:,1),Fe/FMusique);

// 4. Appel au vooder
SonVooder_v = VooderLPC(Voix_v,Musique_v,Fe,OrdreLPC,TpsTrame,TpsMix);

// 5. Normalisation pour le format wav (plage=[-1,+1℄) et sauvegarde
SonVooder_v = SonVooder_v/max(abs(SonVooder_v));
savewave(DirSon+'SonVooder.wav',SonVooder_v,Fe);

11.4.3 Exemple

Un son résultant du vooder par LPC tel qu'il est présenté en �gure 11.8 a

été alulé. La voix pronone la première phrase de e hapitre : Peut-on faire

�parler la musique� ou, plus généralement, un son ? Le son orrespondant

est disponible sur le CD (plage 24). La musique est le début du premier

mouvement de La passion selon St Matthieu de J. S. Bah (CD, plage 25).

Le résultat est présenté en �gure 11.9 et sur le CD (plages 26 et 27).

Sur ette �gure, il apparaît que la méthode par LPC a extrait les formants

(en b©) portés par la struture �ne du spetre (en a©) du signal voal. Ce

��ltrage formantique� b© a été appliqué au signal musial © pour fournir le

son voodé d©. Sur le CD (plage 28), vous trouverez le résultat obtenu en

hoisissant un bruit blan gaussien plut�t qu'un son musial.
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Fig. 11.9 � Spetrogrammes et signaux temporels de la voix a©, de la musique(La

passion selon St Matthieu, J. S. Bah) ©, du son voodé d© et, en b©, représentation

des �ltres estimés par la méthode par LPC ave pré-aentuation du signal voal

(niveau de ouleur en dB). Les paramètres des spetrogrammes sont les mêmes

qu'en �gure 11.5. Les paramètres d'analyse-synthèse pour le vooder sont : Ttrame =

20ms, Tmix = 5ms, Fe =8 kHz, K =5 (paramètre souvent pris en téléphonie).
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11.5 Pour aller plus loin

Dans e hapitre, un présentation intuitive d'un modèle de prodution

de la voix a été présenté, qui a permis de bâtir la méthode par LPC pour

onstruire un vooder musial. Ces résultats a été présentés et obtenus en se

limitant à un niveau de onnaissane sur la prodution voale volontairement

restreint.

Bien d'autres hoix tehniques sont possibles et ont été étudiés (repré-

sentation du �ltre di�érente de (11.1), autres méthodes d'estimation, et.).

Des niveaux de desription plus �ns (modèle de signal glottique, modèle

aéro-aoustique de la voix, et.) peuvent aussi apporter des résultats plus

préis et réalistes. Les travaux existants sur es sujets sont beauoup trop

nombreux pour les iter ou même en faire un abrégé.

Outre les référenes bibliographiques qui suivent, terminons don en indi-

quant quelques revues et onférenes sienti�ques dans lesquelles vous pour-

rez trouver bon nombre de es travaux :

• Approhes �traitement de signal� :

� IEEE Transations on Audio, Speeh and Language Proessing (IEEE

TASLP),

� IEEE International Conferene on Aoustis, Speeh and Signal Pro-

essing (IEEE ICASSP)

• Approhes �aoustiques� :

� Ata Austia (S. Hirzel Verlag),

� Journal of the Aoustial Soiety of Ameria (JASA, Amerian Ins-

titue of Physis),

� Journal of Sound and Vibration (JSV, Elsevier).

• Travaux spéialement dédiés à la voix :

� Interspeeh

� Pan-European Voie Conferene (PEVOC)
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